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1 Capitulo 9 - Problema 28

Ponha ¢(a) = 1/T(a) paraa ¢ (R\ —Np) e d(a) = 0 caso a € Nj. Perceba
que para k € Ne paraa € (—k — 1,+00), tem-se a + k + 1 > 0 e logo pode-se

afirmar
alfa+T1)(a+2)...(a+ k)

MNMa+k+1)
Assim, ¢ é C* em todo (—k — 1, +00). Sendo k € N qualquer, ¢ é C™.

$(a) =

2 Capitulo 9 - Problema 31

Seguem as principais observacgdes sobre a resolugdo do problema (o que falta
é, essencialmente, detalhe técnico). Paran € Ne a € (—m — 1,1), tem-se

a+n+1>0e

sin(7ta)
ala+1)...(a+n)

d(a)=T(a+n+1)T(1—aqa)

para cada a ¢ {0,—1,...,—m}e, d(a) = mwcaso a € {0,—1,...,—n}. Pondo
Pi(a) = % para a # —ie \P;(a) = (—1)'7t para a = —i, é fAcil ver que

Pi(a) = (—1)"po(a + i). Fazendo a expansio de sin em série de poténcias, é

OO0 i 2041421
facil ver também que Py(t) = > % paratodo t € R. Dai {, é C™.
i=0 '

3 Capitulo 10 - Problema 3

O que importa aqui € que a funcdo exp € estritamente convexa. Assim, para todo
t € [0, 1] e para todo par x,y € R, exp(tx + (1 —t)y) < te* + (1 —t)eY, sendo
que a igualdade vale se, e somente se, t =0,t =1oux =y.

Isso nos d4 uma outra forma de provar ab < %p + %, sendo p € [1,00),
q=7p’,a,b € [0,00). Trate o caso a = 0 ou b = 0 separadamente. Para tratar o
casoemquea >0eb >0,ponhaa?P =e*, bI=eYet= %. Use a convexidade
de exp. Destaca-se que pode-se concluir, usando a convexidade estrita de exp, que

. P q © o~ .
aigualdade em ab < % + b?, dentro das condi¢des acima, vale se, e somente se,



a>0,b>0eploga = qlogh, ou seja, a’> = b9 (note que como p,q > 1,
0P = 09 =1 e, por isso, ndo se tem a igualdade quando a = 0 ou b = 0).

A resolugdo do problema entao € motivada pela prova da desigualdade de Hol-
der, tendo em mente as observagdes acima. O caso em que [[f[|, =0 ou [[g]|, =0
¢ trivial pois neste caso uma das fungdes € zero para p-quase todo ponto de seu
dominio e logo vale f(t)P = g(t)9 para p-quase todo t € X a menos de uma

constante multiplicativa pois pode-se escolher esta constante igual a zero. Su-

ponha daqui pra frente que [|f[|, # 0 ou [|g|[, # 0. Ponha A(t) = ch%r)ﬁ;‘) e
pli9liq
B(t) = P | 9M? "ysando o que foi feito acima, concluimos que A (t) < B(t)

= Bl T allll
para todo t € X (use a = /¢, b = 9(/|g, e /» como o coeficiente da

combinacgdo convexa) sendo que temos a igualdade para um certo t € X se,

fOP _ g(ye
ik [CIER

Jx fgdu = [If[|, 9]l implica em A(t) = B(t) para p-quase todo t € X.

Seja M = {t € X : A(t) < B(t)}. Ponha, paran € N, D, = {t € X :
B(t) — A(t) > 1/n}. Temos M = |J, oy
certamente hia n € N tal que u(D,) > 0. Assim fX(B —A)du > %u(Dn) > 0.

e somente se Assim, para resolver o problema, basta ver que

D,,. Caso M nao seja de medida nula,

Isso implica em [, fgdu < 1], [Igll4> uma contradi¢do. Logo p(M) = 0 e fica
resolvido o problema.

Note que o desenvolvimento aqui mostra que (ainda assumindo f, g > 0):
1. Se f(t) = 0 para p-quase todo t € X, tem-se [ fgdp = 11, [1gll4-

2. Se g(t) = 0 para p-quase todo t € X, tem-se [ fgdp = [|f[| |9,

3. Se [If[[, # 0elgll, # 0, ¢ ﬂ(ft'fg = ﬂ;t”)q para p-quase todo t € X, entdo
Jfgdu = [f]l, llgll,-

o .0

Assim, fica provado que, para o caso em que f,g > 0, [|f[[, # O e [/g]|, # O,

tem-se [fgdp = 1], Igll4 se. e somente se, % = ﬁ para p-quase todo

te X



4 Capitulo 10 - Problema 4

w/p’
/P
Il

Ponha g = 7 no caso em que ||f|| | # 0. No caso em que |[f||; = 0, qualquer

fungdo de norma L’ 1 serve. Note que talvez ndo haja uma tal func¢io dessas, o
que pode ocorrer em espagos triviais como p leva todo conjunto mensuravel em
0 ou p leva todo conjunto mensuravel em oco. Caso haja A € M com p(A) €
(0, 00), entdo xa € LP' e pode-se tomar uma versio g normalizada de x A de modo

tergelP e gl =1

5 Capitulo 10 - Problema 18

A ideia € a seguinte. Definar, =1—2",¢c, =4 "esy, =14 2" Ponha
fx) = (X eax ™xon () € gx) = (X caX ¥ )xX100(X). Seja po €
[1,00). Mostre que f'/P° ¢ LP(R) para todo p € [1,po] e g/P0 € LP(R) para
todo p € [po, 00) (g'/P° € L>°(R) também, mas isso nio nos é interessante). Seja
h = f!/Po 4 g'/Po_ Mostre que, dado p € [1, c0), tem-se h € LP(R) se, e somente
se, p = po. Como em (0, 1), h coincide com f'/P°, tem-se h fora de L°(R). Para
Po = 00, ponha h = 1.

Retirada de https://math.stackexchange.com/questions/1039064/f-in-11-but-f-
not-in-Ip-for-all-p-1

6 Capitulo 10 - Problema 21

O caso em que f ¢ L'([0, 1]) é trivial, assim como o caso em que % ¢ L'([0,1]).
Supondo que f, 1 € L'([0, 1]), ponha g = Vfeh = ﬁ Temos g, h € L2([0, 1]).
Aplique o teorema da desigualdade de Holder.

Perceba que, o resultado pode ser "generalizado"(com a mesma ideia de prova)
para o intervalo de integracdo de 0 até a € R qualquer. O que obtemos é que o

produto das integrais é mair ou igual do que a’.


https://math.stackexchange.com/questions/1039064/f-in-l1-but-f-not-in-lp-for-all-p-1
https://math.stackexchange.com/questions/1039064/f-in-l1-but-f-not-in-lp-for-all-p-1

7 Capitulo 10 - Problema 25

Aplique Holder em hy = fixay , sendo A¥ = {x € X : |fi(x)] > M}, e obtenha

IMelly < il [,
x € Xe u(X) < oo. Aplique o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

1= ]l) + % Temos g > 0, |gi(x)] < M para todo
q

sobre gy.

O resultado ndo vale apenas para convergéncia em L'. Pode-se mostrar que
a convergéncia acontece em todo L9 com q € [1,p). f € LP por causa do pro-
blema 22 (como sugerido na dica) e logo estd em todo L9 para q € [1,p) (por
1(X) < o0). Isso permite reduzir o caso geral para o caso em que f = 0. Assim
como acontece com f, vale que para todo k € N, tem-se fy, hy, gy € L9 qual-
quer que seja g € [1,p). De resto, faz-se o mesmo que sugerido acima e na dica
dada no livro. Trata-se g, do mesmo modo (g limitada, p(X) < oo e conver-
géncia dominada de Lebesgue). Seguindo a dica do livro, no caso do hy, faz-se
essencialmente a mesma coisa, porém aplica-se Holder para |hy|9 e obtem-se que
el = el < @PMIT. Sendo g 5 0 e [Ifll§ = llgulld + Il <
Igillg +aPM97P, paratodo k € Ne M € (0, 00), segue-se que fi .

8 Capitulo 10 - Problema 28

Suponha p € (1,00). Seguindo a dica do livro, se f ¢ LP, entdo v(X) = oo.
Ponha X = UjenA; com pn(A;) < oo. Mostre que [f| € finito para p-quase todo
x € X (tome para cada i € N, aplique a hipdtese sobre f com g sendo x,) — isso
s6 é relevante para o caso f : X — R. Ponha B®® = A;N{x € X : [f(x)| = oo} para
cadai € N (caso f: X — C, ignore B{®) e ponha Bl = A; N {x € X: [f(x)] <n}
para cada i,n € N. Parai,n € N, v(Bl') < p(A;)n? e v(B{®) = 0. Isso dd
que (X, (M), V) é o-finito com v(X) = oo. Faz sentido entdo usar o resultado
do problema 14. Sejam [3’s os conjuntos que no problema 14 sdo chamados de
Bi’s. A func¢do h da dica pode ser a seguinte: h = i WX(_Frll) Assim, a g da dica

[e.o]

fP=Txr. ’
ficasendo g = hlfPf! = Y | ‘Mr.x)r‘. Para ver que g € P, faca as contas. Use




que v(I;) > 1 (ver problema 14), o que da % < 1 e use também que os I;’s
sdo dois-a-dois disjuntos. No final das contas, pode-se mostrar que fx gl du <
>3 (%)pl < o0. Além disso, fazendo as contas também, temos [, [gfldu =
Y51 =+oo.

No caso p = 1, ndo faz sentido tomar poténcias com expoente p’ como em
v(I)P’, mas o argumento segue de modo analogo. Neste caso, simplesmente faga
g = h. Sendo g € [P = L™ (para todo x € X, h(x) < 1), deveriamos ter

00 1

fg € L', porém, gf € L' implica em [, [fgldp = Y ;1 < oo (é s6 fazer as

i=1
contas).

Resta tratar o caso p = oco. Aqui p’ = 1. Para o caso em que p(X) < oo,
pode-se provar que f € L9 para todo q € [1,00). Isso é feito tomando primeiro
g = 1 e concluindo que f € L'. Depois tome g = f e conclua que f> € L.
Siga este processo, indutivamente, e conclua que f* € L' para todo n € N. Isso
implica em f € L™ para todo n € N. Sendo p(X) < oo, concluimos que f € L4
para todo q € [1,00). Uma abordagem, agora, é tentar provar que qualquer
funcdo ¢ mensurdvel num espaco de medida finito que satisfaz ¢ € L9 para todo
q € [1,00) também necessariamente satisfaz ¢ € L*. Isso ndo é verdade de
modo geral. Considere por exemplo X = (0,1) com a medida de Lebesgue em

(0,1) e d(x) = —log(x). Temos 0 < —log(x) < 2q— paratodo q € [1,00).

q

Assim, ¢ € LI((0,1), L0,1),Ao,1)) paratodo q € [1,00) e ¢ ¢ L.
O que fazer no caso p = oo é o seguinte (sugestdo de um tal de Gilly em

##math @ irc.freenode.com).

Rascunho

<Gilly> phao: if f is not in L*°, you can pick a sequence
of measurable sets Ap such that 1> pu(An) >0 and f(x) >n for
X € An

&) XAn
n=1 n2u(An)

<Gilly> well, your f was complex so maybe instead choose so
that [f(x)|>n
<Gilly> and add

<Gilly> now consider ¢g(x)=)_

to the definition of ¢



Primeiro temos o problema de encontrar esses tais Ay’s. Segundo é mostrar que essa
g € L'. A ideia é fazer essa dica para o caso R e depois tentar adaptd-la para o caso C. A
ideia do Gilly ndo serd usada exatamente. O que serd usado é uma adaptacio dela.

Vamos tentar resolver (nesta caixa de rascunho) primeiro o problema de mostrar que
g € L'. Primeiro, para o caso f : X — R. Defina g : X — R como na sugestio, ou seja,
g=2 2 %. Que g € mensuravel € verdade pois € limite de fungdes mensuraveis.
Que g € L' é consequéncia do teorema da convergéncia monétona. Temos

— XA . XA e 1
du=|Y S qu— tim | M qu= Y =
Jistan = | 2w, dim | 5o 2=

X X X -

Note que g, entdo, ¢ finito para p-quase todo x € X. Poderiamos entdo definir g* :
X — R como sendo igual a g nos pontos em que g é finita e g*(x) = O para os valores de
x € X tais que g(x) = oo. Esta observacao final talvez seja importante para tratar o caso
f:X—=C.

Uma pergunta é sobre a importincia dos A;,’s terem medida entre O e 1. Néo € claro

o motivo do Gilly ter pedido tal propriedade.

Fim do Rascunho

Temos X o-finito. Primeiro vamos tratar o caso f > 0. Ponha X = U,B;
sendo w(B;) < oo com os B;’s dois-a-dois disjuntos. Suponha f ¢ L.
Primeiramente, para cada n € N, defina C,, = {x € X : f(x) > n}. Como
f ¢ L, temos u(C,) > 0 para todo n € N. Usaremos a notacdo B[i : j] para
nos referirmos ao conjunto UL:1Bk, sendo i,j € Nei < j. Paracadak € N,
seja 1y € N tal que u(B[1 : ny] N Cy) > 0. Ponha Ay = B[1 : 7] N Cy. Temos
o XAy

entdo 0 < p(Ay) < co. Definag =) |, TaiAT Pelo teorema da convergéncia



monotona, g € L' e ||g||; = Y12 . Deverfamos ter gf € L', porém:

Assim, € um absurdo ter f > 0, f ¢ L concomitantemente com as hipdteses
do problema sobre f. Logo, se valem as hipéteses sobre f, segue-se que f € L™
no caso em que f > 0. A ideia agora é reduzir o caso geral para o caso em que
f > 0. Percebe que a argumentagdo feita acima serve tanto para o caso em que se
estuda L' de funcdes reais extendidas quanto para o caso em que se estuda o L' de
fun¢des complexas. Daqui pra frente, trataremos os dois espacos separadamente.

Dado f : X — R mensurdvel, temos f € L™ se, e somente se, f+ e f~ sdo
elementos em L*. Além disso, supondo que vale a hipétese do problema so-
bre f, tem-se que para todo g € L', g: X — R, tem-se gf € L' e, logo,
Jxlgfldp < oo. Sendo [, lgffldu < [ lgfldue [,lgf |du < [, Igfldp,
segue-se que gft,gf~ € L'. A arbitrariedade de g € L' dd que as hipéteses
também valem, entdo para f™ e f~, o que implica em ambas estarem em L™ e,
logo, f € L*™°.

Dado f : X — C, temos f = v+iu, sendo v, u : X — R mensuraveis. Valendo



a hipétese do problema para f, queremos mostrar que elas também valem para v e
u. Sejag: X — Rem L'. Ponha ¢ : X — C definida para coincidir com g onde
g ndo se anula e ponha ¢ nula nos demais pontos. E claro que ¢ é mensurdvel
e L', o que dd ¢f € L', e, dai v, dpu € L', o que implica gv,gu € L'. Sendo
g : X — R arbitrério, valem as hipéteses para v e u dentro do caso real extendido.

Assimveusao L* e, logo, f € L*°.

9 Capitulo 10 - Problema 29

Primeiro considere o caso f, g fungdes reais (como f,g € LP, temos f, g finitas
para p-quase todo ponto e, assim, consideraremos f, g reais de uma vez). Revise
a prova da desigualdade de Minkowski do livro e use o resultado do problema 3
do capitulo 10 (ele esta resolvido neste documento) para concluir que % = ﬁ
para p-quase todo ponto de X. Seja Y o conjunto de medida total que a igualdade
acima ocorre. Ponha a = ||f|| e b = ||g][,. Ponha A = {X ey: %‘) = %}
Ponha B = Y \ A. Queremos mostrar que 1(B) = 0. Suponha que p(B) > 0.
Calcule |[f + g||,. Use que para todo t € (0,00), tem-se [1 —t| < 1+t para
concluir que, caso p(B) > 0, tem-se |[f +¢g||, < a + b. A conta que chega no

absurdo fica como segue:

r /p
I+ gl"du)
X

N 1/p
I+ glpdu+J If + glpdu)
A B

" b IP b IP 1/p
:( i of du+J f—2f du)
JA a B a
r 1/p
- (m o [ dp —b/a|pj |f|Pdu)
JA B
r 1/p
< (m Lo [ 1P+ (1 +b/a)PJ Iflpdu) (+)
JA B

:(1 +b/(1)a:a+b.

10



No caso f, g complexas, B € mais complicado. Na verdade, existe 0(x) €
[0, 271) para cada x € Y tal que g(x) = e®™f(x), sendo que O(x) = O parax € A
e 0(x) # 0 para x € B. A ideia, no entanto, de modo geral, é¢ a mesma. Prove que
para todo t > 0 e para todo 0 € (0, 27), tem-se |1 +te'®| < 1+1t. Assim, pode-se

fazer eSSGnCialmente as mesmas contas:
- 1/p
I+ g, = ( o glpdu>
X
- 1/p
( o glpdu+J o glpdu)
JA B
= < dp + J
JA B
" b\"
< (1 + —) IﬂpdquJ
JA a B
1/p
(m i %)PJ P+ (1 + %)PJ If!pdu)
A B

=(14+%ada=a+b.

p P 1/p
du)

b P 1/p
!flpdu>

b .
f+ —f f4 e =f
a a

1+e%=
a

Note que essas contas precisam de mais justificativas. Estamos usando que

para todo x € B, |1+ ew(")%‘ If(x)]| < |1 + %‘ If(x)]. O fato de w(B) > O implica

entdo que ha desigualdade estrita ao "passar a integral"(prove isso considerando,
para cada n € N, B,, C B conjuntos dos pontos em que a diferenca do maior
termo da desigualdade menos o menor termo da desigualdade acima ganha de '/n
— algum dos B, tem medida positiva). Além disso, a desigualdade acima para
os x € B vale pois para x € B, f(x) # 0. Resta ver que, de fato, para todo
t > 0 e para todo 0 € (0,2m), tem-se |1 + e®t| < 1+ t. Isso vem do resultado
andlogo ao deste problema, mas para o caso mais simples de C. Sabemos que
|z+w| = |z| + |w] se, e somente se, w = Az com A > 0 no caso de z, w € C\ {0}.
Pela desigualdade triangular em C, temos |1 + e'®t| < 1 + t. A igualdade ocorre

se, € somente se, et = Al para algum A > 0. Isso é impossivel para 0 € (0, 27).

11



10 Capitulo 10 - Problema 30

Primeiro, seja f € L9 para q € [1, 00). Queremos mostrar que f € L™ e |/f||_ <
||f||q. Defina A, = {x € X : [f(x)] € [n—1,n)}. Como f € L9, temos |f| finito
para p-quase todo x € X (apenas relevante para o caso f : X — R). Caso f & L*°,
existiriam infinitos n € N tais que pu(A,) > 0 e, logo, u(A,) > 1. Neste caso,

terifamos

[ i =3 [ = Y wianin =11 = oo,
X n=1 An n=1

Assim, f € L*. Caso |||, > [|f
Seja d € (0,a). Ponha By = {x € X : [f(x)| € [||f|l., — 4, ]|f]l.]}. Temos
1(Bg) > 0, ou se ndo ||f|| , < ||If||,, — d, um absurdo. Assim u(Bg) > Te

4> S€ja a € (0, oo) tal que ||f]|, = [[f]l, + a.

Illg = J [fl9du > ([[fll — )T = (Il +a—d)* > |f]g,
Bd

um absurdo. Logo, de fato, [|f[|,, < ||f|,.

Segundo, para p € [1,00), queremos mostrar que para todo f € LP e para
todo q € (p,00), temos f € L% e ||f[|, < [[f[[,. J4 vimos que f € L*. Ponha
g= ﬁ Seja A de medida total tal que |g(x)| < 1 para todo x € A. E claro
que g € LP pois f € LP. Sendo 0 < p < g e|g(x)| < 1 paratodo x € A, temos

lg(x)]9 <'|g(x)[P. Assim:

J rg(x)rqdugj 9G0P du,
X X

0 que implica na tese.

11 Capitulo 10 - Problema 31

O que é bom ter em mente na hora de resolver este problema € que a > 1 e que o

o0 3a):

Em (a), usa-se que a > 1 para mostrar que F(0) existe de fato para todo 0 €

dominiode Fé I, = (

12



I.. Seja K = cos(a®) > 0, por 0 € I,. Dado x € (0, c0), temos [f(x, 0)] = e ™K,

Kx

Existe x € (0, 00) tal que e *"¥ < e %% para todo x € [xg, 00) pois

—x K ;
lim = lim e -V =,
X—00 e*KX X—00

Isso resolve (a).

Em (b), faga as contas. Expanda f = f; 4 if,. Use
f1(x,0) = exp(—x“ cos(ad)) cos(—x*sin(ab))
e use também que
f2(x,0) = exp(—x“ cos(ad)) sin(—x“sin(a0d)).

Calcule Dif = D;fy + iD;f; e Dof = D,fy + iD,f;. Compare e conclua que
D,f = ixDsf.

Em (c), faga diferenciacdo sobre o sinal da integral. O que precisa ser feito
aqui € o seguinte. Tome 0, € [,. Existe &, 3 € R tais que &« < f3, 6 € (o, ) e
&, 3 € I,. Considere a restricdo de F ao intervalo («x, 3). Use que 6 — cos(a0)
atinge seu minimo m > 0 em [x, ]. Use este fato para obter a fungdo h da
proposicdo da diferenciagdo sobre o sinal da integral (o coroldrio tltima prosi¢ao
do capitulo 6). Conclua que F'(0) = —iF(0) para todo 6 € («, f3), o que inclui
valer para 0,. A arbitrariedade de 0, resolve este item.

Em (d). Ponha F(0) = y(0) + iz(0). Temos entdo que

Yy +iz/ = —i(y + iz).

Conclua que existe R € (0, 0o) tal que y?+2z? é a fungio constante igual a R?. Use
a relagdo de equagdo diferencial acima para concluir também que —y'z + z'y =
—R?. Use o teorema da fun¢iio angulo, ou seja, existe ¢ : I, — R (sendo ¢
com a mesma classe de diferenciabilidade de 6 +— (y(0),z(0)) — veja "Eldo",
Rsin(¢$(0)). De
A — 0 para todo

volume 2, capitulo 2) tal que y(0) = Rcos($p(0)) e z(0)

—y'z + z'y = —R?, conclua que existe A € R tal que ¢(0)

13



0 € I,. Isso te da que F(0) = Rexp((A — 0)i). Calcule F(0) e conclua que
A = 2kmt para algum k € Z. Logo F(0) = Rexp((2krt — 0)i) = Rexp(—i0). No
célculo de F(0), conclua também que R = fgo e *“dx. Faca uma substitui¢io de

varidveis t = x“ e conclua que R = fgo I;x%’1e_"dx = %F (%) =T (1 + 3—1)

12 Capitulo 10 - Problema 32

A maior sacada do exercicio € esta primeira conta que faremos. O resto € detalhe
técnico (estes detalhes técnicos ddo trabalho, mas € um trabalho padrao comum
dos exercicios de integracdo e ndo involve nenhuma ideia esperta). O dnico "tru-
que"deste exercicio estd na seguinte conta, que comega logo abaixo e termina
exatamente na, e incluindo a, parte em que fazemos uso de integragcdo por partes.
Esta conta foi uma adaptacao de uma dica dada para mim por um tal de Padawan-
no ##math @ irc.freenode.com.

Fixe 0 € (’” ”). Para cada y € [1, 00), temos:

24’ 2a

Yy —a+1 (Y qx—a
—X of ix@, of
————(x,0)dx = —ix—(x,0)dx
aelae aX ; aeme aX
Ty J1/y
(Y 44— C
ix ¢ of
= —— =~ (x,0)dx
Jisy aee® 00
vooiy-a
= WX petetxe (—x*)e'*®iadx
Jis, aqetad
ry —a .
_ S —eladya (Xa) eiaeadx
Jisy aetad
(Y 1 fabga s
— : eefe“1 x@ emeadx
Iy aet
(Y iabya
= e ¢ Xdx
J1/y
ry
= f(x, 0)dx.
J1/y

Além disso, sendo x € (0,00) — f(x,0) — 1 tal que sua derivada coincide com
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£ (x, 0) para todo x € (0, 00), temos (fazendo integracdo por partes):

of
ox

Y o+l f [y — (1)
L/y W&(X’e)dx_ [ aetad (f(y’e)_])] - [‘wme(f(]/y,e)_”]
_Jy 0 D 0) — T)ax
Ty ax+-e

ol i —a 1-a ifa,a
= ({lwa(eee‘-’ —1)]—[3@@&(66” —1)])

+Jy T8 e 0) — 1dx
1, axdetad

De certa forma, o resto da demonstracao é uma sequéncia de detalhes técnicos
para concluir o que queremos. Primeiro, queremos mostrar que:

. _ _piba a
polim Y =1 =0

. a—1 _eieayfa_ _
yz%gllmy (e 1) =0.

Nao farei esta conta em detalhe aqui, mas o procedimento é o seguinte. No
primeiro limite mostre que o valor absoluto da expressdo vai para 0. Use que, para

todoy > 0, tem-se:

|e—y“cos(9a)e—iy“sin(ea)| 1 1 1

—a+1 __pifay,a o
‘y ¢ (e Y- 1)’ < ya—l + ya—l - eyacos(ea)ya—1 + ya—1

O segundo limite € mais enjoado. Trate separadamente as partes real € imagindria
da expressdo. Faca uma mudanca de varidveis h = y'~¢ (de fato é h = y'~% e ndo
h =y ). Aplique o teorema da regra de L’Hospital em cada caso (veja Rudin,
Principles of Mathematical Analysis, 3* edi¢do, Capitulo 5, Teorema 5.13). Isso
resolve o problema de tratar os dois limites acima.

Agora, o que faremos € estudar as funcgdes, para 0 € (—%, %), ho,go :
(0,4+00) — C dadas por ge(x) = ﬁhe (x) e hg(x) = x*(f(x,0) — 1). E claro
que go € L' se, e somente se, hy € L'. Ponha h) = Re(hg) e hj = Im(hg).
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Temos “
e_x cos(0a) Cos(—Xa Sln(ea)) B 1

X(l

hy(x) =

5 e " c0s(09) gjn(—x*sin(0a))
hg(x) = .
XCl
Queremos mostrar que h}, h3 € L' para, dai, concluir que hy € L'. Para isso,
q 9> "o P q

basta mostrar que hjex((),” cl'e hjexu,oo) € L' paraj € {1,2}. Para mostrar

ue o011 € L', basta mostrar que lim h,(x) existe e € um nimero real, para
que NgX(o,1] q o e p

X—

j = 1, 2. Isso de fato € verdade. Para fazer esta conta, use a mudanga de varidvel
z = x“ e use o teorema de regra de L'Hospital. Agora, para ver que hjgx(hoo) el
j € {1,2}, considere o seguinte. Como a > 0, x € (0,00) — X(1,00x ¢ € L.

Além disso, para x > 1, temos

le™x* cos(0a) cog(—x%sin(Ba)) — 1] < 14 | cos(—x%sin(0a))|le ™ <0 < 2

le™" ©0s(0a) gin(—x%sin(0a))| < |sin(—x®sin(0a))||e ™" V)| < 1,

Assim, fica provado que gg,hg € L.
Com isso, é uma aplicacdo usual do teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue para mostrar que

lim Jy 1_—.a(f(x, ) —1)dx = Joo ge(x)dx.

e que y
lim J f(x,e)dx:J f(x,0)dx = F(9).

y—tooy>1 Ju

Com o que j4 foi feito acima, isso nos da

F(0) = J:o ge(x)dx = J:o L;foﬂ(f(x, 0) —1)dx.

Para terminar a questdo, a segunda parte € resolvida mostrando que pode-se

"passar o limite para dentro da integral". Isso € o que justificaremos aqui. Con-
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sidere G : (0,00) — C dada por G(x) = =%(e7™** —1). Seja {0,}°°, com

ax®
On € (—£, £) e limuen 0, = £, seja g, = go,. E claro que g — G pontual-
mente. Queremos aplicar o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue em
{g" )52, de modo a concluir que [° gi(x)dx — [;° G(x)dx. A arbitrariedade
de {6,)°, implica na tese.
Basta entdo encontrar uma fungéo f : (0,00) — R em L' tal que |g7(x)] <
f(x) para quase todo x € (0,00) de acordo com a medida de Lebesgue. Vamos
encontrar f de modo que isso valha para todo x € (0, 00). Primeiro, perceba que

para x € [1,00), temos

—11 i0naya —12
950 < o=l 1) < =2
a x° a x°

Temos

Ponha

G () = - (e ).

xta

Temos |gf (x)| = |gE*(x)| para todo x € (0, 00). Além disso, temos

Re(g:*(x)) = 1 :1 a% (e coslafn) cog(—x*sin(aby)) — 1)

1—a

le—x“ cos(abn)

sin(—x“% sin(aB,,)).
a x°

Im(g;"(x)) =

Parax € (0, 1], temosy = x® € (0, 1]. Dati, pelo teorema do valor médio, para

um certo & € (0,y) C (0, 1), temos, pondo K, = cos(ab,) e K/ = sin(ab,,):

|1 —ae ¥ cos(—yK}) — 1

IRe(gy" (x))| =
a Y
_ a; 1 |[Ke 5 sin(—£K]) — Kye ¥ cos(—EK])|
<4 1 2e
a
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e, também pelo teorema do valor médio, para um certo outro & € (0, 1), temos:

a—1]e Y& sin(—yK!)

Im(g;"(x))| =
a Yy
1
= O | K sin(—EKY) — Ko e cos(—K})|
< a—1 e
a

Daf g% (x)| = |g;*(x)| < 2=12v/2e. Ponha entdo f(x) = ¢2v/2e parax € (0,1]
e f(x) = ‘%1%& parax > 1. Temos f € L' e f(x) > |g¥ (x)| para todo x € (0, 00)
e para todomn € N.

Isso nos permite aplicar o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e

concluir a resolugdo.

13 Capitulo 10 - Problema 33

Segue o rascunho da resolugdo. O esqueleto da integracdo por partes é o seguinte.

Xfa+1
u=—
ia
1—a
du=—x°¢
ia
v=e " —1
—ixa . —
dv=e ™ (—1)x*'a

Fazendo a integracao por partes, temos:

b

b
l—a. ..
lim J L™ _1dx = lim

booob>1 |1 iax® b—o0;b>1
b

wvl§ + J
b

1
b

e " dx]

Mostre agora que uv|§ — 0 para b — oco. Mostre primeiro que w(b)v(b) — 0
b
quando b — +oo. Para ver que u (%) Y (%) — 0 quando b — 400, faga a

1 e 1 4

mudanga de varidveis y = ; € note que = ¢ limitada (use o teorema do valor

médio nas partes real e imagindria).
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1 Tv @ .
Observe que [P e ™ dx — 0 para b — o0, pois

1
Ei'a
Je"‘dx
0

14 Capitulo 10 - Problema 34

1
< Jb le ™ |dx = 1
— 0 - b.

Achei que houvesse um erro de digitacdo aqui, mas ndo tem. Antes de provar a

primeira igualdade, pode-se provar que.

o0 . ] [0 6 —ima
x* e ™ qx = —T (—) e 2
Jo B \B

A igualdade logo acima, consegui fazer. Use o resultado do problema anterior com
o ﬁ . . ’ . . . . .~ _
a = ©. Abra a integral imprdpria no limite e faga a substitui¢do y* = x. Agora,

para provar a igualdade do problema, observe que para todo k € R, e = el"elk,

i [T et e 1 o\ ima
e x e dx === ) ez e

Dai, temos

0 B \B

Na segunda parte do problema, trate primeiro o caso & > 0 (use a primeira
igualdade acima com 3 = 1 e depois faca a substituicdo na integral y&§ = x).

Temos entao:

x* e e dx =

0 |E]*

No caso & < 0, use a igualdade principal da primeira parte (a que o livro de fato

JOO M)~ 7 sen(®)

pede para ser provada) com 3 = 1 e depois faga a mudanga, na integral, |EJly = x

(observe que —& = |&)). Isso dard a igualdade desejada.

15 Capitulo 10 - Problema 35

Aqui a motivagio vem do exemplo padrio pro R?. Ponhax = (0,1) ey = (1,0).
Por 27 > 2 (usa-se aqui p € (0, 1)), temos [|x +yl|, = 20 > 2= [, + [[yll,-
Isso motiva o seguinte contra-exemplo. No caso em que o espago de medida

admita A, B conjuntos mensuréveis com p(A) > 0, u(B) > 0e ANB = (), ponha
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1
x = WwA)'xa ey = u(B)'xp. Temos [[x +yl|, =27 > 2 = ||x||, + [ly]l,-
E claro que, em casos "degenerados" ||.|| » € de fato uma norma. Por exemplo,

em R, a norma-p parap € (0, 1) coincide com o valor absoluto e é uma norma.

16 Capitulo 10 - Comentario Pos Problema 35

Logo depois do problema 35, o livro menciona que em casos triviais, existe uma
norma que coincide com a distancia dada por d(f,g) = ||f — g||E O<p<
O caso trivial usado como exemplo € o caso de X ser finito e a medida ser de
contagem. Nao faremos aqui todo este desenvolvimento, mas provaremos que, no
R™, a topologia dada pela distincia acima coincide com a da norma euclidiana
Il

Primeiro, defina ¢, (x) = [|x||7. Temos lim, o ¢,(x) = 0. Assim, para todo
T > 0, existe s > 0 tal que B1(0,s) C B(0,7) (B2: bola de acordo com a norma
euclidiana; BE: bola de acordo com a distancia d acima).

Seja agora v > 0 e seja r’ > 0 tal que B, (0,7") C B,(0,7) (By: bola de
acordo com a norma do maximo). Seja s = (/). Sejax € BP(0, s). Temos entdo
> T IxilP < s e, logo, cada |xi| < s'/P =1’. Isso implica em x € B, (0, 7).

A partir do que foi feito acima, € um argumento simples mostrar que a topo-

logia dada por d e a pela norma ||.|

, coincidem. O roteiro € o que segue:

1. Mostre que para todo x € R"™ e para todo v > 0, existe s > O tal que
Ba(x,s) C Bp(x,1).

2. Mostre que para todo x € R"™ e para todo v > 0, existe s > O tal que
BP(x,s) C Ba(x,T1).

3. Tome um aberto A de acordo com a norma ||.||,. Este é a unido de bolas.
Para cada uma dessas bola, existe um aberto (que também é uma bola BE)
de acordo com a topologia da distancia d subconjunto desta bola. Logo, A

¢ a unido destes abertos de acordo com a tooplogia da distancia d.
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4. Faca de modo andlogo para mostrar que todo aberto da topologia de d é

também um aberto da topologia de |.|,.

Logo, existe uma norma cuja topologia coincide com a topologia da fungdo
distancia d. Perceba que o caso X finito e 1 medida de contagem com a o-algebra
M = 2%, se reduz ao que foi feito acima. Ponha a : {1,2,...,#X} — X bijecdo e
use o isomorfismo VP : R* — R*™ dado por W(f) = (f(a;i))¥; (P é isomorfismo
linear e preserva tanto a distancia d quanto a norma euclidiana de cada um dos

respectivos espagos).

17 Capitulo 10 - Exercicio 38

Primeiro, vejamos que f € LP(X, M, u) para todo p € (0,po), assumingo que
f € LPo.

Daqui pra frente, fixe A = {x € X : 0 < [f(x)| < 1}eB={xe X:1<
If(x)] < oo}.

Suponha primeiro que py = +o0. Existe entdo M > 0 tal que [f(x)] < M
para p-quase todo x € X. Assim, dado p € (0, 00), temos [ [f[Pdp < [ MPdu =
MP < oo (lembrando que p(X) = 1). Logo f € LP.

Suponha agora que po € (0,00) e sejap € (0,po). Temos [, [fPdp <
Jaldp = u(A) < oo. Temos [, [fPdp < [, [flPodu < oo (para todo a €
(1,00), temos que a9 < ad’ se 0 < q < q' < o0). Como f € LP°, tem-se que
[f(x)| < oo para p-quase todo x € X (o que é relevante apenas caso f assuma
valores em R). Assim [ [fPdu = [, [fPdp+ [} [fPdp < co. Logo f € LP.

Isso resolve uma parte do problema. Antes de seguirmos com a prova do
limite, mostraremos que a parte positiva de log|f| é sempre integravel de acordo
com as hipdteses do problema (este comentdrio € feito no enunciado do problema).

Primeiro, seja p € (0,po) arbitrario. Temos IB [flPdu < oco. Sabemos que
log(|f(x)[P) < [f(x)[P para todo x € B (isso é uma propriedade geral de log:
Va € (0,00), log(a) < a). Assim log|f(x)| < :—)If(x)lp, o que da [ log|fldu <
% Jy!fPdi < oo. Note que a integral em X da parte positiva de log |[f| é exata-

mente [, log|fldu. Isso explica o motivo da parte positiva de log |f| ser sempre
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integravel. Assim, se log |f| ndo for integravel, entdo é pela parte negativa de log |f|
ndo ser integréavel, ou seja, a integral da parte negativa de log |f| € +00. Assim, faz
sentido dizer que, no caso de log |f| ndo estar em L', entdo Ix log |fldpu = —o0.

Vamos aqui seguir o roteiro dado pelo livro. Assuma entdo, primeiro, que
[f(x)| > O para pu-quase todo x € X. Escolhap; € (0,po). Defina ¢ : [0,p1] — R
dada por ¢(p) = [, [fPduparap € (0,pi]e $(0) = 1.

Afirmamos que ¢ € continua. Primeiro, de acordo com o problema 37 (que se
resolve utilizando os conjuntos A e B sem maiores problemas usando a dica do
livro), temos pli)l}; d(p) = 1 pois u(X) = Te 0 < [f(x)] < +oo para pu-quase
todo x € X. Isso mostra que ¢ é continua em 0. Seja p € (0,p1] e {Pn}o,
convergindo para p com p,, € [0,p;] para todo n € N. Queremos mostrar que
& (pn) — d(p). Temos [f|Pr — [f|P simplesmente para todo x € X (inclusive caso
f(x) = 0 ou |[f(x)| = 4+00). Como p,, — P, existem 1,5 € (0,po) e Ny € N tais
querT < p < se,paratodon > ny, T < pn < s. Isso nos permite usar o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue em F,, = [f[Prxa e G,, = |f[P~x3, sendo
F., Gn : X — R, da seguinte forma. Considere n € N comn > ny. Parax € A,
If(x)| € (0,1], 0 que dé

0 < [f(x)Pr = ePrloglfx)l < rioglf(x)l — |£(x)|"
e, parax € B, |f(x)| € (1, 00), donde
0 < [f(x)[Pr = ePrloelfX)] < gsloglf(x)l — ¢ ()Js,

Ou seja, tanto F,, = |F,| < [f['xa € G, = |G| < [fI*xg. Sendo s, € (0,po),
temos |f|*,|f” € L' e, com maior motivo, |f|*xg, [f'xa € L'. Aplicando o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos lim | AlfPrdp =
JalflPdue T}Lnolo JglflPrdp = [ IfPdu (acima, n > ng é arbitTrlé_r?ioo), 0 que mos-
tra lim &(pn) = &(p). A arbitrariedade de p € (0,p1] e {pn}>>, — p com
Pn Tg}fg,pﬂ para todo n € N déd que ¢ € continua em todo (0, p;]. Como ja foi
mostrado que ¢ é continua em 0, temos ¢ continua.

Queremos agora mostrar que ¢ € diferencidvel em (0, p;) para aplicar entdo o
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Teorema do Valor Médio. Sejap € (0,p7) e r > O tal que para todo h € (—, 1),

tem-se p + h € (0, p;). Queremos mostrar o seguinte.

lim
h—0

MP+M—¢®):Jmm%mmL

h X

Do jeito que faremos esta demonstracao, mostrar o limite acima envolve também
mostrar que Além disso, queremos mostrar que |f[P log |[f| € L'. Vamos fazer isso
primeiro.

Para ver que |f|P log|f| € L' considere A e B, de novo. Que |f|P log |fxg estd
em L' é mais simples (esta é a parte positiva de [f[P log|f|). Sejah € (—1,7).
Temos [fP*" € L'. Sejax € B. Temos 0 < log [f(x)|" < [f(x)|", o que d4 0 <
[f(x)[P log [f(x)| < %If(x)lp”. Isso mostra [, [f|" log|flxg < oo, ou seja, a parte
positiva de |f|P log |f| tem integral finita. Para parte negativa, considere a fungio
auxiliar y : [0, 1] — R definita como y(a) = O para a = 0 e y(a) = aPloga
para a € (0, 1]. Usando a Regra de L’Hospital, temos lim Glli}r(r)l+ v(a) =0, o que
dé y continua. Sendo [0, 1] compacto, existe K > 0 tal que para todo a € [0, 1],

temos |y(a)| < K. Assim a parte negativa de |f[P log |f| tem integral finita pois
J —[f[P log [fldn < J K < Ku(X) =K < oo.
A A

Isso termina a prova de que |f[P log [f| € L (que € mensuravel € claro pois f €).
Seguiremos agora para a prova de que ¢ € diferencidvel em p. Primeiro, note

que, para h € (—r, 1) \ {0}, temos

olp 1) =6p) [ |y (mhh— 1) i
X

h
i [ (22
= [f] fIP .
[ (T nae [ e (M) xwa

Defina as fungdes «, 3 : (—r,0) U (0,7) — R dadas por

Ifl"—1
fP
If] ( - Xadp

a(h) = J

X
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BN=J

X

" —1
f|P du.
If] ( n Xpap

O que segue € a conta de quatro limites: lim F(h) e lim F(h), para F €
h—0+ h—0-

{o, B}. A estratégia é sempre a mesma. Primeiro vamos ver que « (ou 3 depen-
dendo do caso) possui uma certa monotonicidade, o que garante a existéncia do
limite para h — 0% (ou 07). A partir dai, basta calcular o limite para uma certa
sequéncia {h,}2° ; convergindo para O de acordo com o tipo de limite. Esta se-
gunda parte, fazemos usando o Teorema da Convergéncia Monétona ou entdo o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (dependendo do caso em que
estamos). O que resta para mostrar que ¢ € diferencidvel em p é, essencialmente,
quatro aplicacdes desta estratégia.

ah—1

Defina, para a € (0, 00}, a fung¢do g, : R\ {0} — R dada por go(h) = 5~ e

também defina q, : R — R dada por q.(h) = log(a") + a]—h —1.
Sejaa > 0eh € R\ {0}. Temos

, a“log(a™) +1—a"
go(h) = 0

a

e também sgn (g (h)) = sgn (qq(h)). Além disso,

1
aim) = lloga) (1= 21 ).
a
Assim, temos a seguinte andlise de casos:

1. a€ (0,1)eh > 0. Aqui q/(h) > O poisloga < 0e a" € (0,1), 0o que dd
1— a]_h < 0. Isso implica em q, ser crescente estritamente em [0, co). Dai
qa(h) > qq(0) = 0. Dai g/ (h) > 0. Entdo g, € crescente em (0, 00). Isso

implica em « ser monétona nio decrescente em (0, T).

2. a € (l,00)eh > 0. Aqui g/ (h) > O poisloga > 0 e a™ > 1, o que dd
1— J—h > 0. Isso da g, crescente em [0, 00) e dai q4(h) > q4(0) = 0. Isso
dd sgn(g/(h)) = 1e g, crescente em (0, 00). Sendo assim, 3 ¢ monétona

nao decrescente em (0, 1).
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3.a € (0,1)eh < 0. Aqui q/(h) < 0 pois loga < 0 e a" > 1, 0 que
da1— % > 0. Isso implica em q, ser decrescente em (—oo, 0], 0 que da
qa(h) > q4(0) = 0. Dai g, € crescente em (—oo, 0). Isso implica em o ser

monotona ndo decrescente (—,0).

4. a € (1,00)eh < 0. Aqui g/ (h) < 0 poisloga > 0e a" € (0,1) o que da
1— # < 0. Assim g, é decrescente em (—o0, 0] e, logo, qq(h) > qq(0) =
0. Dai g, € crescente em (—o00,0). Isso implica em 3 ser mondtona nao

decrescente em (—,0).

As quatro andlises de casos acima nos dao que existem os quatro limites
abaixo:

Jim o(h), Jim oc(h%hlgq B(h), Jim B(h).

Vamos calcular hlirgl+ o(h). Considere {h,}72; decrescente talque 0 < h, <

para todo n € N e também tal que lim h, = 0. Defina F, = |f|]P (lﬂ i 1) XA.
n—oo
Dado x € Aeny;,n; € Ncomn; < ny, temos Fp,(x) < Fy, (x) < 0 (use
a andlise feita no caso 1 acima). Além disso, linl\lI F. = [f]’ log|flxa pontual-
ne

mente. Assim, temos {—F,}°°, monétona ndo decrescente pontualmente con-
vergindo para —|f[P log |f|xa. Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, temos
lim [, —Fodu = [—[f[P log|flxa e, logo, lim a(h,) = [[f[? log|flxa. Isso nos
neN neN
dd lim «(h) = [|f[?log[flxa.

h—0+

Vamos calcular hlir(r)l+ f(h). De novo, ja sabemos da existéncia do limite.

—

Considere {h,}32; decrescente tal que 0 < h, < j paratodon € N e tam-
bém tal que lim h, = 0. Defina F, = |f]P <‘ﬂ o ])xg Dado x € B, temos

n—oo

0 < Falx) < [f(x)IP (%) (considere a andlise de caso 2 feita acima). Sa-

bemos que hnﬁl; F. = |f]? log|f|xg pontualmente. Sendo |f[? (‘ﬂwj) e L' ndo
ne

-
/
negativa e F,, ndo negativa também, entdo temos, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, 11m B(h fx [f|P log |f|xsdu.
Vamos calcular hhrgl oc(h) Considere {h, }s2 crescente tal que —5 < h, <0
v

para todo n € N e também tal que lim h, = 0. Defina F, = |f]P (lfl o 1) XA

n—oo
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Aqui, dados nj,n; € N com n; < my, temos 0 < Fm < Fn,. O Teorema da
Convergéncia Monétona, agora, implica em lim x(h) = fx If]P log |flxAd .
Finalmente, vamos calcular lil'(I)l B(h). C0n31dere {hn} °, crescente tal que
h—0—

—3 < h, < O paratodon € N e também tal que lim h, = 0. Defina F, =

T'L—)OO

|f]P (lﬂ = 1) xg. Dadon € N, temos |F,| < [f|P ‘lﬂ ‘ (veja analise caso 4
acima). O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue nos da hllrgl B(h) =
v

Jx [P log [flxpdyL.

Com isso, lim 2E+h—¢P)
" h—0 h

existe (no sentido tradicional de ser um nimero
real) e é igual a [, [f|log|fldu. Assim, sendo p € (0,p;) qualquer, temos ¢
diferencidvel em (0, p;) e continua em [0, p;] sendo que para todo p € (0,p1),
¢'(p) = [ [fIP log|fldp.

Defina agora : [0, p;] — R dada por P (p) = log d(p). Assim, 1 é continua

em [0, p;] e diferenciavel em (0, p;) com

P(p) = J || log |f|dw,

115 Jx
parap € (0,p;). O Teorema do valor médio nos da que para todo p € (0,p1),
existe q € (0,p) tal que W(p) — W(0) = H'(q)p, ou seja,

ol = 17, | 1f*loglfiap.

Ja sabemos que hm Hf||q 1. Resta ver que hm Ix [f|91og |fldu = f log |f|d .

E claro que para todo x € A U B, temos
Jim [f(x)I" log [f(x)I = log [f(x)l.

Para concluir que podemos passar o limite para dentro da integral, usaremos, de
novo, os conjuntos A e B junto dos teoremas de convergéncia (mondtona e domi-
nada).

Primeiro considere o caso em B. Dado x € B e g1, g2 € (0,00) com q; < q3,
temos |f(x)[9" log [f(x)| < [f(x)[92 log |[f(x)|. Logo q € (0,p1) — fB |f|9 log |f|dp
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¢ mondtona, o que implica na existéncia do limite qliré]+ fB [f|9log |f|du. Con-
sidere entdo uma sequéncia {q,}>°; estritamente decrescente, de termos positi-
vos, convergindo para 0. A sequéncia de fungdes F,, = |f|9" log |f|xp converge
pontualmente para a funcdo log|flxg. Além disso 0 < |F,| = F, < F =
IF1] € L'. O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue nos d4 entdo
que qli,%l+ g Ifl%log [fldu = [ log [f|dp.

O caso em A se da pelo Teorema da Convergéncia Moné6tona. Dados x &
A, qi,q2 € (0,p1) com q; < g2, temos [f(x)[97 log|f(x)| < [f(x)[92 log |f(x)].
Isso implica na monotonicidade de q € (0,p;) — [, [f|7log|fldu e logo na
existéncia do limite qli_}lr(l)l+ | » [f|91og [f|dp. Considere agora uma sequéncia {q,};2
estritamente decrescente, de termos positivos e convergindo para 0. Considere a
sequéncia de fungdes F,, = —|f|9 log|f|xa. Esta converge pontualmente para
—log [flxa. Além disso, a andlise acima nos dd que F,, < F,,,; paratodon € N.
O Teorema da Convergéncia Mon6tona nos dd entdo que qli)r(l)l+ f A —I[f|91og [fldu =
J 4 —loglfldp.

Daqui para frente, precisaremos separar os dois seguintes casos: log|f| €
L'; log|f| ¢ L'. No caso em que log|f| € L', temos lg(r)l+ [ [fl91oglfldu =
J 4 log|fldu, e assim, qliﬁ%l+ I [fl9log|[fldu = [, log |f|d}j Isso implica em

lim log || f]| :J log [f|d .
p—>0+ P X

A continuidade da exponencial nos dd lim ||f[[ = elxloglflde (i550 resolve o
p—0+

caso em que [f| > O p-quase sempre e log|f| € L'). Caso log|f] ¢ L', temos
qliﬂr(r)l+ A [fl91og |fldp = —oo. Assim,

i 1, [ irttoginan = tim e, (| 19v10g -+ | 11%10g fa )
q—)0+ X q—>0+ A B
= —0OQ.
Isso implica em lim log ||f||, = —oo, 0 que dd lim |/f||, = O (note que isso é
p—0+ p p—0+ P

exatamente como o caso log |f| & L' deve ser interpretado como dito no enunciado
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do exercicio pois 0 que temos aqui é algo como |, log|fldin = —oo, o que dd
elxloglfldn — ().

Isso termina o tratamento do caso [f(x)| > 0 para p-quase todo x € X. Trata-
remos, de agora em diante, o outro caso.

Ponha C = {x € X : |f(x])| # 0} e assuma u(C) > 0. Note que este caso
é uma forma na qual log|f| ¢ L', o que significa que precisamos mostrar que
Tim 7], = 0.

Caso u(C) = 1, ||f||, = 0 para todo p > 0 e ndo hd nada a fazer. Suponha
entdo que u(C) € (0,1).

O que faremos aqui (seguindo de novo a dica do livro) é trabalhar com um
outro espago de medida adicional: (Y, N,v),sendoY = X\ C, N = {W\ C:
We Mlev(W) = % (note que 1(C) < 1da que u(X\ C) > 0). Esta tripla
nos dd um espago de medida. N € uma o-adlgebra de subconjuntos de Y pois:
primeiro, todo elemento em A/ é um subconjunto de Y; segundo, dado W C € N/
comW € M, temos Y\ (W\C) = (X\W)\ C € N;e, terceiro, N é claramente
fechado por unides enumeraveis. Que v é medida € claro. Assim, temos (Y, N, v)
¢ um espago de medida com v(Y) = 1.

O que queremos mostrar agora é que dado g : X — [0, co] mensurdvel em
(X, M), entdo gly é mensurdvel em (Y,N) e [, glydv = m Jy gdu. Isso ter-
minard a resolugio por causa do seguinte. |f[P é (X, M) mensuravel e logo [f]y["’

1
também é. S6 que |fly(x)| > O para todo x € Y, o que da lil'(I)l (IY |f|y|pd'\/)§ =
p—0t

elvloglfvld pelo que j4 foi provado no caso anterior. Assim, temos o seguinte:

s ([ ) = i (] ra)
o (u(X o | |f|vdv)
WX\ C)3 (J |ﬂpdv>p] .
Y
- wocs ] g ([ )| o
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pois hm (f, IfIPdv)p €Re hm (X \ C)% =0.

O que nos resta entao é mostrar que dado g : X — [0, c0] mensurdvel em
(X, M), entdo gly é mensurdvel em (Y, \) e [, glydv = m Jy gdu. Seja P
Borel mensurdvel de R. Temos gly'(P) = YN g'(P) = (X\C)Ng'(P) =
g '(P)\ C € N (uma argumentagio andlogo extende o que foi provado para
fungdes g : X — F, sendo F = C,R ou R). Considere agora uma sequéncia
de fungdes simples ¢, 1 Y — [0,00) com 0 < b (x) < bni1(x) < g(x) para
todo x € Y e paratodon € N, e também com ¢,, — g pontualmente. Para
cadan € N, temos ¢, = > I, Qi nXe,, sendo os E;, mensurdveis em (X, M)
dois-a-dois disjuntos para cada n € N fixado e, claro, os a;;, > 0 para todo

i,n € N. Temos ¢,|y também uma fungdo simples de Y em [0, co) dada por

dnly =2 1 QinXE; ,ny- Temos
n
[, v = D (B0
Y N

B W(Ein NY)
Z i u(Y)

n

(X\C - al,nJ XElndl'L

i=1

=p(X\ Q) L Pndp

O Teorema da Convergéncia mondétona (aplicado duas vezes; uma em (X, M, )

e outra em (Y, NV, v)) agora implica no que queremos.

J glydv = lim J bnlydv
Y n—+oo Jy
= lim u(X\C)‘J dndp
n—+o00 %

=p(X\C)"! JY gdu.
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18 Capitulo 11 - Exercicio 8

O que faremos aqui € dar a prova completa do teorema.
No caso em que X é o-finito, aplica-se a o resultado obtido logo antes do

enunciado do teorema para a fungdo |f[P. Assim, obtem-se o seguinte:

J P dp = ro W(lx € X: 0P > u))du.
X 0

Considere a fungdo F : (0,00) — [0, 00] dada por F(y) = u({x € X : [f(x)|P >
y}). Temos dois casos a considerar aqui. Um € o que F(y) + oo para algum
y € (0,00). Neste caso, [f[P ¢ L' pois se K = {x € X : [f(x)]P > y}, entdo
u(K) = +ooe [, [fPdu > [, [flPdu = +oo. Assim, [, [fPdu = +oco. Sendo
K ={x e X:|f(x)] > y%}, temos fgo u({x € X : [f(x)] > y}psP'ds = +oo0.
Isso nos da

J IflPdu = Joo n({x € X:|f(x)| > y})psP'ds.
X 0

Ainda no caso X o-finito, temos o caso em que F(y) < oo para todoy €
(0,00). Neste caso F é continua. Nao provaremos que F é continua em deta-
lhe, porém a ideia da prova € a seguinte. F é mondtona ndo crescente. Isso ga-
rante a existéncia dos limites laterais de F em todos os pontos de (0,00). Use
que F(y) < oo para todo y € (0,00) junto dos teoremas de continuidade de
medida (L(UA,) = limp(A,) para {A, )02, crescente; p(NA,) = limpu(A,)
para {A,}, decrescente com (A;) < o0o) para concluir entdo a continuidade
da F (note que sabendo das existéncias dos limites laterais, basta mostrar que
sdo iguais usando alguma sequéncia em particular convenientemente escolhida).

Ponha agora g : (0,00) — R dada por g(s) = sP. Temos g’(s) = psP!
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O<p<oo)e

J fPdu= | Fly)dy
X

Jo

1 a
= | lim J F(y)dy} +{ lim J F(y)dy}

a<l;a—0* J a>1;a—+o00 1

r 1 a%
= | lim J F(g(s))g’(s)ds}%— lim J F(g(s))g'(s)ds

. 1 .
_a<1,a—>0+ a? a>1;a—+o00 1

OO

= n({x € X:|f(x)] > s})psP'ds
Jo

Note que F(g(s)) = n({x € X :|f(x)| > s}) para s € (0, 00). Isso resolve o caso
X o-finito. A continuidade de F foi usada na aplicacio do teorema da mudanca de
varidveis nas integrais dentro dos limites.

Considere agora X ndo o-finito. Vamos mostrar que o resultado se reduz ao
caso o-finito. Ainda com F : (0,00) — [0, 00] dada por F(y) = u({x € X :
[f(x)[P > y}), os dois casos de antes se repetem aqui. Primeiro suponha que para
existay > 0 tal que F(y) = +oo. Isso implica em [f[P ¢ L' e logo fx IflPdu =
+o0. Além disso {x € X : [f(x)|P >y} = {x € X : [f(x)| > yP}. Isso implica em
w{x € X : |f(x)] > yP}) = +o0. Logo, fgo n({x € X: [f(x)] > s})psP~'ds =
+o00. Assim:

o0

J [flPdu = J u({x € X:[f(x)| > s})psP~'ds.
X 0

No caso em que F(y) < oo paratodoy € (0,00), defina A, = {x e X:|f(x)| > J—l}
para cada n € N. Temos entdo p(A,) < oo. Ponha A = {x € X : [f(x)| > O}.
A = UA,,. Isso nos da

J T :J P dp.
X A

Defina agora um novo espago de medida. Ponha N = {EN A : E € M} (onde
M é a o-dlgebra em questio sobre X) e ponha v(E) = u(E), para E € N. E de
verificagdo fécil que (A, N, v) é um espago de medida o-finito. Nao somente isso,
dado ¢ : X — [0, 00], d|a é N-mensurdvel e [, dladv = [, ddu (aproxime ¢

31



por uma sequéncia mondtona ndo decrescente de funcdes simples, positivas de
imagem em [0, 0o) e aplique o Teorema da Convergéncia Mondtona). O teorema
provado para o caso o-finito junto da observagdo de que [, [fPdu = [, [f[Pdp

nos da a conclusio buscada. De fato:

r

J = | [fPdu
X JA

= | [fPPladv
JA

=1 [flalPdv

JA

= v({x € X : [fla(x)] > s}))psP'ds

Jo

= WA N{x e X: [fla(x)] > s})psP'ds
Jo

= w({x € X:|f(x)| > s})psP~'ds.

Jo
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