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1 Livros e Legenda

Quando ver <LIVRO> - C<X>S<Y>E<Z>, estamos falando do exercicio Z do li-
vro LIVRO no capitulo X e na se¢@o Y. Por exemplo, "Elinho10ed2p - C10S2E3"¢

o exercicio 3, da se¢do 2, do capitulo 10 do livro cujo cédigo é Elinho10ed2p.

1. Elinho10ed2p - Andlise Real, Volume 1, Func¢des de uma variavel, Elon

Lages Lima, décima edi¢do, segunda impressao.
2. Elao - Um Curso de Analise, Volume 1, décima quarta edigdo.
3. Rudinl - Principles of Mathematical Analysis (3rd edition), Walter Rudin.

4. Elinho2_4ed - Andlise Real, Volume 2, Funcdes de n Varidveis, Elon Lages

Lima, quarta edi¢do.



2 Elinhol10ed2p - C10 - Teorema 7

Teorema 7. Se o conjunto D dos pontos de descontinuidade de uma funcao limi-

tada f : [a, b] — R tem medida nula, entdo f € integrével.

2.1 Comentarios

Observacao 2.1.1. O que faremos aqui € dar certas observacdes sobre a prova

dada no livro.

Primeiro € observado que [a,b] € coberto por [y UL, U...UL U Jy, UJx, U...)x,
(sendo que estes intervalos possuem certas propriedades deixadas claras no texto).
Vale mencionar que a existéncia dos J,’s é verdadeira por causa da continuidade
de f fora dos I;’s.

Segundo, é construida uma particio P ={ty = a < t; < t; < ... < tx = b}
sendo formada por a,b e pelos extremos que estdo em [a, b] dos intervaos [;’s
e Jx.’s, ou seja P = ({Wi, W2, eeoy Win, Z1y Z2y ooy Ziny STy S2y eovy Sy T15 T2y eeey Tnf 1N
[a,b]) U{a, b}, sendo que cada I; = (zi,w;), z; < wj, e cada L = (75, 8),
T < s;.

A primeira observagdo central é a seguinte. Se i € {1,2,...,k} é tal que
[t;_1, ti] tem pelo menos um ponto em comum com algum dos I;’s, entdo segue-se
que [ti_1,ti] C fecho(I;). De fato, se i € {1,2,...,k} el € {1,2,...,m} sdo tais
que existe x € [t;i_1,ti] NI (ou seja, [t 1, 1] NI} # (), entéo:

1. ti ngti.
2.z < x < Wy

3. Sez; > a,entdo a < z; < x < belogo z; € P. Assim € necessariamente
verdade que z; < t;_; pois ndo hd elementos de P em (t;_;,x). Caso z; < a,

com maior razao z; < t;_j. De todo modo z; < t;_;.

4. Sew; < b,entdob > w; > x > aelogow, € P. Assim € necessariamente
verdade que wy > t; pois ndo ha elementos de P em (x, t;). Caso w; > b,

com maior razao w; > t;. De todo modo wy > t;.
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Entdo, concluimos que z; < t; 1 < x < t; < wy, ou seja, [t 1, t;] C fecho(I).

Com isso, podemos construir um certo conjunto
A={ie{1,2,..,k}:Te{l,2,...,m}[ti, il N T # 0}

O que acabamos de provar é que para todo i € A, tem-se [t;_1,t;] C fecho(I;)
paraalguml € {1,2,...,m}.

A segunda principal observacgdo da prova é que se i € {1, 2, ..., k}\ A, ou seja,
ie{l,2,..,k}talque ndo ha 1l € {1,2,...,m} com [t;_1, t;] N I} # (), entdo existe
j €1{1,2,...,n}tal que [t; 1,ti] C J;. Isso € feito para se concluir que a oscilagéo
de f em [t;_1, t;] € menor que ﬁ. O que faremos aqui € algo diferente. Argu-
mentaremos de um outro modo (parecido com o que foi feito acima, na verdade,
mas ndo exatamente a mesma coisa) que a oscilacdo de f em [t;_1,t;] é menor
que —, 0 que permite concluir a demonstra¢do do teorema do mesmo modo. No
final, mostro o motivo de fazer diferente do livro.

Seja entao i € {1,2,...,k} \ A. temos entdo t; fora de qualquer um dos
I, Iy ...y [y Logo existe j € {1,2,..,n} com t; € Jy; = (1,sj) (t; estd em
algum dos m+ n intervalos que cobrem [a, b], ndo estando nos Iy, I, ..., [, deve
entdo estar em algum dos Jy,, Jx,, .-y Jx,). Como antes, é necessariamente ver-
dade que v; < t;; pois ndo hd elementos de P em (t;_i,1t;) e, sendo t; > 1y,
P N (ti_1,t;) = 0 seria contradizido caso T; > ti_7 (lembrando que 7 € elemento
de P caso 1; € [a,b]). Assim1j; < ti; < t; < sj, 0 que significa (ti_1,ti] C
Jx;- Por um argumento completamente andlogo, existe j’ € {1,2,...,n} tal que
[tiq,t) C ]xj/ Assim, a oscilagdo w(f; [t;_1,t;]) de f em [t; 7, t;] tem a seguinte

propriedade:

w(f; [tior, ti]) < w(f; (i, til) + w(f; [ti, ti))

< w(fy]y) + w(fi]y,)
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Ponha agora I' = {1, 2,..., k} \ A. Provamos entdo o seguinte:

1. {1,2,...,k} =T UA, sendo A e I" conjuntos disjuntos.

2. Dadoi € A, existe L €{1,2,...,m} tal que [t; 1, t;] C fecho(I;).
3. DadoieT, w(f;lti,til) < 35

Assim:

S(f;P) — s(f; P) Zw tion, i) (6 — tig)

—Zw 11) t_t11 +Zw ) 11) (t ti—])

ieN ierlr
<Zw [a,b])(t; — tiq) +Z io1)
ieN ielr
£
< w(f; [a’b])iEZA(ti_til)—Fb—a(b—a)

< w(f;[a, b]) Z(ti —ti1)+e
ieA
Uma ultima observagdo antes de fazer a conclusdo é que mostramos que para

cadaie A, existel € {1,2,. ,m} tal que [t;_1,t;] C fecho(I;). Isso implica em
D (ti—ti) =2 (tin,t)l < Z IL| < 5o sendo que a desigualdade

ieA ieN

3 Ity t r<Zrh|

ieA

vale pois os intervalos (t; 1,ti), i € A, sdo dois-a-dois disjuntos (perceba que
se estivéssemos com os intervalos (ti_1,t;), 1 € A, ndo necessariamente dois-a-

m

dois disjuntos, a soma ) _ |(ti_1,t;)| poderia certamente ultrapassar >_|I;| mesmo
ieA 1=

sendo verdade que para todo i € A, existe 1 € {1,2,....,m} com [t; ;,t;] C

fecho(I;)). A outra desigualdade, a saber Z Ll <5 vem do modo como

[a b])’
os I’s foram escolhidos (veja o inicio da demonstragao no livro). Assim, continu-



ando as desigualdades acima:

S(f;P) —s(f;P) < w(f;la,b]) ) (ti—ti1)+e

ien

Sendo ¢ > 0 arbitrério, segue-se que f € integravel.

Observacao 2.1.2. Foi dito acima que hd duas observagdes principais nesta prova.
A primeira foi com relacdo aos elementos de A. A outra foiquesei € {1,2,..., k}\
A, ou seja, i € {1,2,...,k} tal que ndo ha 1 € {1, 2, ..., m} com [t;_1,t;] N I} # 0,
entdo existe j € {1,2,...,n} tal que [t; 1,ti] C J5;. O que provamos de fato foi
algo diferente, mas que permitiu a conclusdo do teorema do mesmo modo. O que
eu quero argumentar aqui € que nao acho que seja possivel garantir a existéncia de
um tal j como acima. Na argumentacio que eu fiz, consegui mostrar coisas como
(ti1, til C Jy;, mas ndo que [t 1, ti] C Jy,. Para mostrar que ndo € possivel fazer
isso, considere o seguinte (contra-)exemplo. f : [0,1] — R com f(x) = x. O

que o Elon faz primeiro é tomar intervalos abertos {I,,}>° ; que cobrem os pontos

£
2K?

que isso € possivelmente problematico pois K pode ser zero, mas este é um erro

de descontinuidade de f e que tem )_|[;| < sendo K = w(f; [0, 1]). Primeiro
simples dado que K = 0 se, e somente se, f for uma funcio constante (vocé pode
assumir que K ndo foi tomado igual a w(f; [0, 1]), mas maior que este valor e, dai,
a argumentacdo continua valendo, com maior razdo ainda por cima). Perceba que
f ndo tem pontos de descontinuidade, entdo nao importa como escolhemos os I’s
desde que valha ) |I;| < 5. Em particular, podemos escolher todos os I; = ()
(é possivel também escolher os I; ndo vazios — j4 ja falaremos disso). Para cada
x € [0, 1], ponha J, = (x — ¢/5,x + ¢/5) e, logo, w(f; ], N[0,1]) < 2¢/5< ¢/2

(como feito no livro). Assim, a cobertura finita tomada poderia muito bem ser



(para um certo € pequeno — € pequeno se faz necessario somente para que preci-
semos de vdrios dos J;’s para cobrir [0, 1], mais precisamente, precisamos falar
de pelo menos 3 desses) algo como Jy, = [0,¢/5), ], = (&/10, %e/S), 0 que
ja cobre [0, %e /5), e os outros ]Xj estando completamente acima de ¢/5, ou seja,
Jy, = (zj,wj) com z; > <. Neste caso, a partigdo P teria to = 0, t; = e/10,
t; = ¢/5 (além dos outros pontos). Um de seus subintervalos é [ti, t;], que ndo
possui pontos nos I's ja que todo I; = (). Porém [ty,t;] ndo é subconjunto de

nenhum dos J{ s pois:
1. [ty,t2] = [e/10,¢/5];
2. Jy, = [0,¢/5) (falta t,);
3. Jx, = (e/10, %5/5) (falta tq); e
4. Jx; = (z5,wj) com z; > £ para todo j > 3 (faltam ambos)

Note que Jy, tem [t;, t;) como subconjunto e Jy, tem (t;,t,] como subconjunto.
Este é o motivo de ter concluido a prova de modo ligeiramente diferente do que o
Elon faz (€ claro que talvez tenha cometido algum erro aqui no meio deste contra-
exemplo). De todo modo, isso ndo interfere em quase nada na argumentacao.
Caso vocé ndo queira os [;’s vazios, ndo tem problema, basta tomar I; intervalos
abertos cujos pontos estdo todos estritamente a frente de ¢ com uma certa margem
de seguranga. Desta forma, mesmo se escolher algum dos I;’s na subcobertura

finita para [0, 1], a argumentagdo acima sobre [t;, t,] segue inalterada.

3 Elinhol0ed2p - C10S2E3

Q. Seja f : [a,b] — R definida pondo f(x) = 0 se x € irracional e f(x) = 1/q
se X = p/q é uma fragdo irredutivel e ¢ > 0. (Ponha f(0) = 1 caso 0 € [a,b].)
Prove que f é continua apenas nos pontos irracionais de [a, b], que € integravel e
que fz f(x)dx = 0.
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3.1 Resolucao

Observacao 3.1.1. Vamos assumir aqui um intervalo [a, b] ndo degenerado, ou

seja, a < b.

Parte 3.1.1. Seja w irracional em [a,b]. Sejaj € N. Ponha I; a parte inteira
de jw, ou seja, I; < jw < [ + 1, com Ij inteiro. Como jw € irracional, temos
[ <jw < +1 elogo%i <w< llﬂ Ponha d; = min{w—%i,l'jﬂ—w}
Temos d; > 0 e para todo p € Z, tem-se [w — p/j| > dj. Além disso, para
cada N natural, ponha Dy = min{d;, dy, ..., dn}, que também é positivo. Isso
implica que, para todo N natural, p inteiro e q natural com q € {1,2,...,N},
tem-se ‘w— E‘ > Dy.

Seja agora ¢ > 0. Seja qp € N tal que qp > % Considere & > 0 tal que
d < Dg,. Sejax € [a,b] com [x —w| < 8. Se x for irracional, entdo f(x) = 0
el|f(x) —f(w)] =0 < e. Casox = E (q natural, p inteiro, p e q coprimos) for
racional, temos ¢ > o, ousendo q < qoe [w—p/ql > Dy > Dy, > 6, uma
contradi¢do. Sendo q > qo, [f(x) — f(w)| = 1/q < 1/qp < €. De todo modo,
If(x) — f(w)| < e. Como ¢ > 0 é qualquer, segue-se que f é continua em w.

Sendo w irracional em [a, b] arbitrdrio, segue-se que f é continua em todo

irracional de [a, b].

Parte 3.1.2. Os pontos de descontinuidade de f €, entdo, um subconjunto dos
racionais em [a, b], e logo é um conjunto de medida nula. Segue-se dai que f é

integravel.

Parte 3.1.3. Toda soma inferior de f em [a, b] é 0. Assim a integral inferior de f

em [a, b] é 0. Sendo f integravel, a integral de f em [a, b] € 0.

Parte 3.1.4. Como ¢ pedido para mostrar que f é descontinua nos racionais, va-
mos fazer essa prova e terminar a resolucdo. Seja r € [a, b] racional. f(r) # 0
(mesmo se T = 0, veja o enunciado) e logo, se tomarmos uma sequéncia (i), de
irracionais em [a, b] convergindo para r (existe tal sequéncia pois estamos assu-

mindo [a, b] ndo degenerado), teremos que f(i,) = 0 para todo n € N e, logo,
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lim f(in) = 0 # f(v).

3.2 Resolucao Alternativa

Parte 3.2.1. Vamos mostrar que f € integravel com integral 0 de modo mais ele-
mentar (sem usar teoremas avancados, o que deixa a argumentacio mais dificil,
claro). Seja A > 0 arbitrario e ponha Da = {x € [a,b] : f(x) > A}. Se A > 1,
D = (). Suponha que A < 1. Neste caso, D, € finito. De fato, seja qo € N tal
que 1/qo < A (existe tal qo pois A > 0). Perceba que se x € [a, b] é irracional ou
x = p/q (p inteiro, q > O natural, p e q coprimos) com ¢ > (o, entdo f(x) < A.
Assim Dp C {x € [a,b] : x = p/q,q € N;p € Z,p e q coprimos, q < (o}
e, logo, DA ¢é finito. Enumere Dy = {x1,X2,...,Xn}, sendo n = #D, e seja
do > 0 tal que para todo i,j € {1,2,...,n} e para todo &6 € (0,0,), tem-se
(xi — 8,xi +8) N (x; — d,%; + 8) = B caso i # j. Seja agora P = P(A, ),
para & € (0, 0), a particdo dada por P = {x; — 8, %1 + 0, X2 — &, X2 + &, ...y Xy —
O, xn+0,a,b}N[a,b] ={a =ty < t; < ... < t,, = b}. Sejal o conjunto dos
i€ {1,2,...,m} tais que existe j € {1,2,...,n} com x; € [ti, t;].

Do modo como P foi construida, se j € {1,2,...,n}ei € {1,2,...,m} sdo tais
que xj € [ti_1, ti], entdo ou x; € (ti_1,t;), ou entdo x; € {a, b}. De fato, x; € P
da que x; € igual a a ou a b ou entdo a algum x; + 0 ou entdo a algum X — d
para k € {1,2,...,,n}. Para k = j, claro que x; # xx + d e x; # xi — d. Para
ke {1,2,..,n}\{j}, 6 < 8o dd (xx — d,xik + 8) N (x; — &,%; + &) = D e, logo,
Xj # Xk + 0 e xj # xx — & também € verdade. Assim s6 pode ser que x; = a
ou x; = b. O que acabamos de provar se exprime dizendo que Do NP C {a, b}.
Ponha ] = {1,2,...,m} \ . Assim, a soma superior de f em P ¢, denotando por

M, o supremo de f em [t _1,ti], k € {1,2,...,m},

S(f,P) = Z Mi(ty —tig) + Z M; (5 — tj—1).

iel jeJ

Perceba que paratodoj € J e x € [tj_1, t;], temos f(x) < A pois x € Da.

E intuitivamente claro que I possui mais ou menos n elementos. A argumen-
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tacdo "enjoada" que segue € para mostrar que #I < n + 2. Considere a fungdo

g:1 — Rquefaz,dado i€ I:
- g(i) =acasoa € [tiq,t;
. g(l) —Dbcasob e [tifhti] ea ¢ [tifhti];

- g(i) = xjcaso a,b & [tig,t] ex; € [tig,t] sendoj € {1,2,...,n} o tnico

elemento em {1, 2, ...,n} tal que x; € [ti_1, ti].

Vale que g esta bem definida pois dado 1 € I, caso a,b ¢ [ti 1, ti], existe j €
{1,2,..,n}tal que xj € (ti_1,t;). Como t; > x; 4+ d e ti_; < x; — 9, ndo hd outro
elemento j’ € {1,2,...,n} tal que xj; € [ti_j,t;] (estamos usando, de novo, que
& < 8p). Temos g injetora. De fato, g(i) € [t;_1,t;] paratodo i € I e, assim, se
hda k,1 € I tais que g(k) = g(1) com k # 1, entdo g(k) = g(1) deve ser elemento
da intersecdo de dois sub-intervalos (necessariamente adjacentes) de P e, assim, e
g(k) é um elemento da particao P, o que implica em g(k) € {a, b} jd que também
tem-se g(k) € Da U{a,b}e DA NP C {a,b}. Agora, se g(k) = a,entao k =1
el # k = 1dag(l) # a, uma contradi¢cdo (estamos usando aqui que i # 1
implica em a ¢ [t;_1,ti] e que g(i) € [ti_,ti]). Similarmente, se g(k) = b,
entio k = mel # k = m dd que g(l) # b, uma contradi¢do mais uma vez.
Logo ndo é possivel ter g(k) = g(1) sem se ter k = 1. Assim #I < n + 2 pos
g(I) ¢ DaAU{a,b}e#D, = n. Além disso, como ficou claro logo acima (quando
argumentamos que g estava bem definida), paratodo i € I, tem-se t; — t; 1 < 28
(veja a parte 3 abaixo caso isso ndo esteja claro).

Combinando o que temos e usando também que 0 < M, < 1 para todo

13



k €{1,2,...,m}, segue-se que:

= Z Mi(ti —ti) + Z Mi(t

i€l j€]
<2n+2)8+ ) Mt — 1)
€]
<2n+2)8+ ) Aty —t)
jeJ

<2(n+2)5+A(b—a).

—b

Sendo 5 € (0,80) qualquer e A > 0 qualquer, segue-se que [ _f(x)dx < 0.
Como f(x) > 0 para todo x € [a, b], tem-se 0 < fbf(x)dx. Assim, f € integravel
ef f(x)dx =

Parte 3.2.2. O resto da resolugdo, que f é continua exatamente em (R \ Q) N
[a, b] é essencialmente o que foi feito na resolugdo de cima (antes desta resolugio

alternativa).

Parte 3.2.3. Talvez ndo tenha ficado claro, na parte 1 desta resolugdo alternativa,
o motivo (l6gico) de i € Iimplicar em t;—t; ; < 28 por mais que, intuitivamente,
isso seja claro. Dado i € I, existe j € {1,2,..,n} tal que x; € [ti_,t] e,
ti,ti1 € (Da +0) U (Dp —8) U{a,b} com t;_; o maior elemento de P com
tio1 < x;j e t; o menor elemento de Pcom x; < tjjaquety <ty < ... <t <
X <t <ty < ..o <ty Assim, por & < do, segue-se que ti_; = Xj — d
ou ti_; = a, e sendo que t;_; = a apenas caso x; — 0 < a. Para se convencer
disso, suponha t; ; # a. Note que t;_; ndo pode ser b pois i — 1 % m. Sendo
assim, t;_; = xy £ 0 para algum k € {1,2,...,n}, argumente agora que k > j
ou k < j ndo poder acontecer é consequéncia de & < dy ja que, por exemplo,
se k < j, entdo x; — O > xi = 0 por & < dp, 0 que contradiz a maximalidade
de t;_; observada acima (de modo similar, trate o caso k > j). Sendo k = j,
¢ claro que t;_; < x; implica em a < ti_; = x; — 6. Caso ti_; = a, entdo
x; — 0 < a ou se ndo estarfamos contradizendo a maximalidade de t;_; observada

acima. Similarmente, t; = min{b, x; 4 0}, sendo x; = b apenas caso x; + & > b.
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De todo modo, t; — t;_; < 20.

Observacao 3.2.1. Uma observacdo é que é certamente questiondvel se hd ne-
cessidade desse tanto de argumentacdo. No Elon, esse tipo de prova é dada com
bem menos detalhes. A resolucdo "comum" para este problema € a primeira dada,
e ndo esta alternativa. Esta estd aqui apenas pelo fato deste problema ser dado
numa se¢do anterior a se¢do do teorema sobre critério de integrabilidade baseado
no conjunto dos pontos de descontinuidade de uma func¢do limitada ter ou nao

medida nula.

4 Elinhol0ed2p - C11S1ES8

Q. Sejam f,p : [a,b] — R tais que f é continua, p é integravel e p(x) > O
para todo x € [a, b]. Prove que se fz f(x)p(x)dx = f(a f p(x)dx, entdo existe

€ (a,b) tal que f(a) = f(c). Vale um resultado andlogo com f(b) em lugar
de f(a). Conclua que no Teorema 4 pode-se tomar ¢ € (a,b) e que no Corolario
do Teorema 5 pode-se exigir que 0 € (0, 1). [Veja Exercicio 9, Secdo 4, Capitulo
10.]

4.1 Resolucao

Parte 4.1.1. Suponha fz f(x)p(x)dx = f(z f p(x)dx, para algum z € [a,b].
Vamos ver que existe d € (a,b) tal que f(d) = f(z). Nao vamos supor que
p(x) > 0 para todo x € [a, b], mas sim que p(x) > O para todo x € [a, b] e que
pr(x)dx > 0. Essas hipdteses sdo mais gerais do que as do problema, entdo
resolvendo para estes casos, estaremos resolvendo o problema também.

A resolucdo se dd adaptando a prova do Teorema 4 (TVM para integrais).
Seja m = inff([a,b]) e M = sup f([a, b]) (existem tais M e m pois f é conti-
nua e [a, b] é compacto). Ponha A = pr(x)dx. Temos mp(x) < f(x)p(x) <
Mp(x) para todo x € [a, b] e, logo (integrando), mA < fz f(x)p(x)dx < MA.
Além disso f([a,b]) = [m,M] da que (Af)([a,b]) = [mA, MA] (isso tam-

bém por A > 0). Sendo continua a fungdo que leva x € [a,b] em Af(x), en-
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tdao o TVI garante que existe ¢ entre a’ e b’ tal que f(c)A = fz f(x)p(x)dx =
f(z) pr(x)dx = f(z)A, sendo que a’,b’ € [a,b] sdo tais que f(a’) = m e
f(b’) = M (existem a’,b’ pela compacidade de [a, b] e pela continunidade da
f). Note que ¢ € {a’, b’} pode ser verdade. Sabemos que a < a’,b’ < b. De
imediato ja temos f(c) = f(z) pois A > 0.

Perceba que, no caso de f(c) ¢ {m, M}, entdo, certamente ¢ # a’ e ¢ # b’,
o que implica em c entre a’ e b’, porém diferente dos mesmos, o que daf implica
emc € (a,b). Assim, temos 3 casos a tratarmos. Primeiro é o caso facil, onde
f(c) ¢ {m, M}. Neste caso, como ja vimos ¢ € (a, b) pois, de novo, ¢ estd entre
a’ e b/, mas ndo é nem um e nem outro, e também a < a’,b’ < b. Assim, o
primeiro caso esta tratado, existe d € (a,b) com f(d) = f(z) (asaber d = ¢
vindo da aplicag¢do do TVI acima). Segundo € o caso em que f(c) = m e terceiro
¢ o caso em que f(c) = M.

Para tratar os casos segundo e terceiro, precisaremos de uma observagdo, que
é que se existe D C [a,b] denso tal que p(x) = O para todo x € D, teriamos
pr(x)dx = 0 pois qualquer soma inferior de p seria O e, sendo p integravel,
teriamos pr(x)dx = pr(x)dx = 0, contradizendo nossas hipéteses. Assim,
qualquer que seja D C [_a, bl, denso, existe y € D tal que p(y) # 0.

No caso segundo, f(c) = m. Aqui, temos fz mp(x)dx = mA = f(c)A =
fz f(x)p(x)dx e, logo, 0 = fZ(f(x) — m)p(x)dx. Assim, a fun¢do que leva
x € [a,b] em (f(x) — m)p(x), sendo integravel e ndo negativa em todo seu
dominio, cumpre ser nula em um conjunto denso de seu dominio (veja exercicio
9, se¢do 4, caftulo 10). Seja entdo D C [a, b] denso tal que (f(x) — m)p(x) =0
paratodo x € D. Sejad € D N (a,b) tal que p(d) # O (como visto no pardgrafo
acima, existe tal d pois D denso em [a, b] implicaem DN (a, b) denso em [a, b]).
Por p(d) # 0, segue-se f(d) = m = f(c). Ou seja, f(d) = f(c) = f(z) com
d € (a,b).

No caso terceiro, f(c) = M. Aqui, temos IZ Mp(x)dx = MA = f(c)A =
fz f(x)p(x)dx e, logo, 0 = fZ(M — f(x))p(x)dx. Assim, a fun¢do que leva
x € [a,b] em (M — f(x))p(x), sendo integravel e ndo negativa em todo seu

dominio, cumpre ser nula em um conjunto denso de seu dominio (veja, de novo,
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exercicio 9, secdo 4, caitulo 10). Assim, existe d € (a,b) tal que p(d) # O e
(M — f(d))p(d) = 0 (completamente andlogo ao feito no caso segundo). Por
p(d) # 0, segue-se f(d) = M = f(c). Ou seja, f(d) = f(c) = f(z) com
d € (a,b).

De todo modo, existe d € (a,b) com f(d) = f(z). Assim, fica resolvida a
questdo ja que o problema nos pede para tratar apenas o caso em que z € {a, b} C
[a, b] e também em que se tem p(x) > O para todo x € [a,b]. O exercicio 9,
se¢do 4, caitulo 10 dd que, para p(x) > 0 para todo x € [a, b], tem-se certamente
que f p(x)dx > O (inclusive, deve ter um jeito mais simples de se concluir isso,

s0 que ndo me vem na cabeca agora).

7z

Parte 4.1.2. A conclusido de que, no Teorema 4, pode-se tomar ¢ € (a,b) é
consequéncia direta do foi feito acima. Seja ¢ como dado pelo Teorema 4. Divida
a andlise em dois casos. O primeiro é o caso em que pr(x)dx = 0. Neste
caso, tem-se fz f(x)p(x)dx = f(c f p(x) = 0 e logo pode-se tomar d € (a,b)
qualquer que seja e teremos fa f(x)p(x ) =0 = f(d) fzp(x). No caso em que
pr(x)dx > 0, entdo pelo que fizemos acima na parte anterior (lembre-se que
provamos algo mais geral do que o que foi pedido), existe d € (a,b) tal que
f(d) = f(c). Assim, poderiamos de fato ja ter escolhido ¢ € (a, b) inicialmente.

No caso do Coroldrio do Teorema 5, basta observar que a fungdo p : [0, 1] —
R dada por p(x) = % ¢ continua e, além disso, é positiva em todo [0, 1]
exceto em 1. Assim, f p(x)dx > 0. Logo, aplicando o que foi provado na parte

anterior para p e para a fungio que leva t € [0, 1] em f™ (a+th), podemos tomar
0 € (0, 1) de fato.

5 Elao - CI9ES

Q. Seja f : R — R derivavel tal que f(0) = O e, para todo x € R, vale f'(x) =
f(x)?. Mostre que f(x) = 0 para todo x € R.
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5.1 Resolucao

Parte 5.1.1. Sendo f? uma funcdo nio negativa, segue-se que f é monétona nio
decrescente. Assim, caso haja ty € R tal que f(ty) > 0, entdo, para todo t > t,,
tem-se f(t) > 0. Similarmente, caso haja to € R tal que f(ty) < 0, entdo, para
todo t < to, tem-se f(t) < 0. Esse tipo de observacdo é que motiva a resolugao

que segue.

Parte 5.1.2. Vamos ver que f é identicamente nula em [0, +00). O caso para
(—00,0] € andlogo. Seja A = {t € R : t > 0,f([0,t]) = {0}}. Queremos
mostrar que A € ilimitado superiormente. Temos 0 € A. Caso A seja limitado
superiormente, seja « = supA. Temos o > 0. A continuidade de f d4 que
f(a) = 0 pois paratodo ¢ > 0, existet € («x — ¢, ] com t € A e, logo, f(t) = 0.

Paratodot > o, hat’ € («,t) tal que f(t’) # 0, ou se ndo teriamos uma
contradi¢do com relagdo ao fato de « = sup A. Sendo f mondtona ndo decrescente
(ja que f' = f* é ndo negativa), segue-se que t > o implica em f(t) > 0. Com

1880, temos:
f'(t)

z pu—
f(t)

e, assim, fazendo a integral de « + 1 até t, para cada t > «, obtemos:

YVt > o

t
Vt > «: J LLL1du:t—oc—1
f(u)
+

o+1
entdo, aplicando o Teorema da Mudanca de Varidveis (de novo, a aplicacao € feita
para cada para cada t > « em cima da integral logo acima):
f(t)
1
Vt >« J Sdv=t—a—1.
%
flo+1)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, concluimos que, para todo t > «, tem-se

1

1 .

f(t) =
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Sendo f continua, deveriamos ter lim+ f(t) = f(x) =0, mas
t—a

£0

1
lim+ ;
t—o f(o(+1)+(x+]_t

Com esta contradi¢do, concluimos que A nao pode ser limitado. Assim, f € identi-
camente nula em [0, +00). De modo andlogo, argumenta-se que f é identicamente

nula em (—oo, 0].

Parte 5.1.3. A argumentagdo de que f € identicamente nula em (—oo, 0] € feita
da seguinte forma. DefinaB = {t € R: t < 0,f([t,0]) = {0}}. 0 € B. Caso B
seja limitado inferiormente, ponha 3 = inf B. Mostre que f(3) = O e que para
todo t < f3, tem-se f(t) < 0. Faga a integracdo como na parte 2 e conclua que
tlir[?f f(t) # (), o que € uma contradigao.

Observacao 5.1.1. Duas observagdes. Primeiro é que talvez exista um jeito de
fazer esse exercicio usando o resultado do problema Eldo - C9E7, que é o que
estd logo antes deste no Eldo. Segundo é que o resultado deste problema (agora
me refiro de volta ao Eldao - C9E8) é uma consequéncia imediata do teorema de

existéncia e unicidade de EDO.

6 Elao- C9E14a

Q. Considerando funcdes escadas convenientes, mostre que o Critério de Dirichlet

(Teorema 21, Capitulo IV) € consequéncia do Exercicio 14.

6.1 Resolucao

Parte 6.1.1. Vamos usar o conhecido fato de que existe uma fungdo h : R — R
C>talque h(t) =0parat <0, h(t) = 1parat > 1e h é estritamente crescente
em [0, 1].

Parte 6.1.2. O Critério de Dirichlet é o seguinte, se {a,}3°; ¢ uma sequéncia de
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ndmeros reais tal que existe K € R que cumpre [} ; a;| < K paratodon € N,
entdlo para qualquer sequéncia {b, }°° ; mondtona ndo crescente com nh_)rrolo b, =0,
tem-se ) -, anb, convergente.

Primeiro, vamos provar o resultado para quando nos é dado uma {b,,}2° ; estri-
tamente decrescente. Depois reduziremos o caso geral a este. A dificuldade aqui

€ definir a g que se encaixe nos moldes do Exercicio 14.
Parte 6.1.3. Defina f : [0, 1] — R dada por:
1. f(t) = t—z(Zal) casot € [i,i+1/2];

2. f(t) = 32 (—2a) + 2ai caso t € [i+1/2,i+1]

Fazendo as contas, obtemos Lm f(t)dt = a;. A ideia aqui é que f seja uma
fungdo cujo gréfico é uma serra com pontas em i+1/2 de altura |f(i+1/2)| = |2ay]
e, assim, obtendo que o grafico de f em [i,1 + 1] é um "tridngulo" de medida de
base 1, altura |2a; e, logo, area |a;|.

E claro que f estd bem definida (nos pontos i, i + 1/2, parai € N, hd
possiveis duplas definicdes para f, mas pode-se verificar que estes valores da-
dos coincidem). Que f é continua também € claro pois em cada um dos inter-
valos abertos em [1,00) \ lZ f coincide com uma funcdo afim e também pois
pode-se verificar que f(i) = O parai € N, f(i + 1/2) = 2q; parai € N,
lim, ;- f(x) = limy_i+ f(x) = 0 e limy_,(i41/2)- f(x) = limy_(i11/2)+ T(x) = 2a;.

Finalmente, temos [ f(t)dt = IH f(t)dt — fm f(t)dt, sendo i = [x].
Percebe que dado 1 € N, f € toda negatlva, toda positiva ou toda nula em (i,1 +
1), sendo toda negativa se a; < 0, toda nula se a; = 0, toda positiva se a; >
0. Esta correlecdo entre o sinal da f em (i,1 + 1) e a; implica em L t)dt
necessariamente ¢ um nimero entre f]m f(t)dt = ZE] a; (caso |x| =1, esta
soma deve ser entendida como uma "soma de nada", que € 0) e LMH f(t)dt =
ZILXJ] a;. Isso é simplesmente consequéncia de h € [0, 1] — f.i+hf (t)dt crescer
de 0 até a; caso a; > 0, h € [0,1] — fwh (t)dt decrescer de 0 até a; caso
a;<0ehel0,1]— fl+h t)dt ser sempre nulo caso a; = 0. Concluimos que

J7 f(t)dt é um ndmero entre ZL are S a;, donde [} f(Hdt] < K.
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Parte 6.1.4. Agora para a constru¢do de g. Este parte é mais enjoada pois ¢
precisa ser C'. A ideia aqui é, para cada € > 0, construir uma g = g[e] de modo

i+1
i

que cumpra, para cada i € N, [ f(x)g(x)dx esteja algo como 5 préximo de

aibi.

Parte 6.1.5. Daqui pra frente, h : R — R C* é uma funcdo tal que h(t) = 0
parat <0, h(t) =1 parat > 1 e h é estritamente crescente em [0, 1].

Seja o, p € (0,1). Considere a fungdo P = Y[, p] : R — R dada por

t+1/p
1—1/p> *

Assim, P[a, p] € C* e satisfaz P(t) = —1 paratodo t > 1, P(t) = 0 para todo
t<0,¢P(t) e [-1,—T+ ] emtodot € [p, 1] e P é estritamente decrescente em
[0, 11.

Lembrando que estamos tratando apenas o caso {b,}>°; decrescente estrita-
mente. Ponhaby = b;+1. Dado e > Oei € N, defina [, i] = min {%, z%ﬁ—bu },
ple, i = min {%, %} (estes minimos estdo sendo tomandos apenas para garantir

Wl pl(t) = —h(t/p)(1 — o) —h (

que estes nimeros estejam em (0, 1)) e ponha gle, i] : R — R dada por
Q[S,ﬂ(t) - (bifl - bi)lb [(X[&,i],P[&, 1]] (t - i)-

Assim, gle,i] é C* e cumpre gle,i](t) = 0 para t < i, gle,i](t) = by — by
parat > i+ 1 (lembrando que P(s) = —1 para s > 1 e € por isso que temos
b; — b;_; aqui e ndo b;_; — by), gle, i] é estritamente decrescente em [i,1+ 1] e,

sendo 5; > ple, il, temos, parat > 1+ 7
bi — by < gle,il(t) < (big —bi) (=1 + «le, i)
< (oe =t (14 35— )
= (by —bi_1) + %

Defina entdo g = gle] do seguinte modo. g = gle] : R — R ¢é definida
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como g(t) = gle](t) = bo+ Y ", gle,il(t) parat € (—oo,n), sendo n € N.
E claro que é necessario verificar que para todo par n,m € N que cumpre t €

(—oo,n) N (—o0, m), tem-se

bo—l—del b0+Zg£1

Isso de fato € verdade e € consequéncia das seguintes duas observacdes. Primeiro,
parat <1, gle,il(t) = Opara todoi € N. Segundo parat >Ten>t,neN,
tem-se bo+ Y 1, gle, il(t) = bo+ ZH gle, il(t) pois gle, i](t) = O sempre que
i> [t +1.

Vale que g é C* pois em cada (—oo,n), n € N, g coincide com a soma n
funcdes C> mais uma constante. E uma questio de verificacdo agora pereceber

que sdo verdades as seguintes afirmagdes sobre g:
1. g(t), parat € [i,i+ 1], vale b 1 + gle, i](t);
2. g(t),parat € [i,i+ 1], estdem [b;, b; 1],1 € N;
3. g(i) = by_q para qualquer i € N;
4. g decresce estritamente em [1, 00);
5. lim g(x) =0;e

X—00

6. parai € Ntemos g(t) € [bi, b; + 5] paratodot € [i +ple,i],i+ 1].
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Parte 6.1.6. Seja agorai € Ne e > 0. Suponha a; > 0 primeiramente. Temos:

i+1

i+1 i+ple,il
J f(x)g(x)dx:J f(x)g(x)dx+J f(x)g(x)dx

i i i+ple,il
1+ple,il 141 ¢
< J f(x)bi_1dx + J 7(x) (b + o ) dx
i i+ple,il 2
i+1 i+ ¢
< 2a;b;_1ple, il + J f(x)bidx + J f(x)5;dx
+ple,il i+ple,il 2
€ 141 i+1 €
< 2aibi_; 7 +J f(x)bidx +J f(x)gdx
= Zaibi_1§ + Clibi + ai%
= (a; + zaibifl)% + aib;
Note que, para todon € N, |an 1| = Z;:r]] aj — Z]L aj| <2Kelai| <K,

o que da {a,}2%, limitada. Sendo {b,}?°, convergente, tem-se entdo que existe

M > 0 tal que M > a,, + 2a,,b,,_; para todo n € N. Logo:

i+1 €
J f(x)g(x)dx < ME + a;by

Além disso:

JlH f(x)g(x)dx > JiH f(x)bidx = a;b;.

i i

<ME

Assim, tem-se < =

[T () g(x)dx — aiby

mente tratado e também vale a desigualdade. O caso em que a; < O, se trata de

. O caso em que a; = 0 € trivial-

modo completamente andlogo. Assim, o que concluimos € que existe uma certa

constante A > 0 tal que para todo i € N, vale:

i+1
J f(x)g(x)dx — a;b;

i
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O que foi feito acima implica em, para todo i € N:

141
J f(x)g(x)dx — Y ajb;| <

1

Lebrando que g depende de .

Parte 6.1.7. Pelo problema anterior (C9E14), cada integral Loo f(x)glel(x)dx
converge. Ponha y(e) = ffo f(x)glel(x)dx. Além disso, para ¢1,¢; € (0, 00),

temos, para todo i € N:

LA fogled(x)ax — 3L ajbj‘ < Agr.
2. ;+1 f(x)glea](x)dx — Z}:] ajb)-‘ < As,.
e, logo,
i+1 41
J f(x)glerl(x)dx — J f(x)glea](x)dx| <
! 1
41 i " .
< J f(x)gler](x)dx — ) ajb;| + J f(x)glea(x)dx — ) ajby| <
1 P : <

< Agr + Agy < Amax{er, &3}

Fazendo o limite para i — oo, temos |y(e7) — v(e2)] < Amax{eq, &2} (%), 0
que implica, pelo critério de Cauchy, que existe o limite Elg(l)l+ v(e) = 1 (tome
uma sequéncia {x,}>>, com x, > 0O e T}Lngo xn = 0, () implica que {y(xn)}32; é
Cauchy e logo converge; a arbitrariedade de {x,}3°; implica entdo na existéncia

de lim y(¢)).
e—0t

Parte 6.1.8. Finalizando o caso {b,}3°, estritamente decrescente, seja & > O.
Seja ¢y > O tal que para todo ¢ € (0, ¢o), temos |y(e) — I| < d. Seja e* > 0
tal que Ae* < §. Sejaip € N tal que paratodoi € N com i > 1, tem-se
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‘V(E*) - ;H f(x)g[e*](x)dx‘ < 5. Temos

< Ag* <.

1

it i
J f(x)gle*](x)dx — Z a;b;
j=1

Assim, pela desigualdade triangular, temos

i i1

1= aby| <1 y(e)l + 'v(e*) - [ faglerian
j=1 1

+ < 36

41 ;
J f(x)gle](x)dx — Z a;b;
=1

1

Logo Y %, a;b; é convergente.

Parte 6.1.9. O caso {b,,}>° ; monétona nio crescente € tratado de modo a reduzir
ao caso estritamente decrescente. Primeiro observe que se ha ny € N tal que
bn, = 0, entdo ¢ trivialmente verdade que ) -, a,b, converge. Suponha que,
para todo n € N, b,, > 0 entdo. Considere a seguinte constru¢do indutiva de
indices. Ponha i; = 1. Construidos i; < i; < ... < iy, para k € N tal que
j €1{1,2,...,k} = by, éinjetora e {by,, bi,,..., by} = {bj :j € {1,2,...,4}}, seja
Ax ={j € N:bj; = by }. Temos Ay # () € Ay é um conjunto de naturais limitado
superiormente (caso ndo fosse, terfamos b; = by, > 0 para todo j > 1y, o que
contradizeria lim b,, = 0). Ponha i;,; = 1 +max Ay > iy. Paratodoj € N com

n—oo
B <j < igy1, tem-se b; = by, pois

oo . < .
1. {bn}J32, ser monétona ndo crescente dd que b;, > b;.

2. i — 1 = max Ay dd que, se b;, > b;, terfamos by < b; < b;, para todo

l € Ncom 1 > j, o que contradiz b, , 1 = by, jd que 11 — 1 > 5.

Logo, concluimos duas coisas:

1. by, ¢1{bi,bi,,...,b;, } pois b < 'b;, comb;,_, # by, e {b,}3°; mono-

tona ndo crescente. Isso implicaem j € {1,2,...,k + 1} by, ser injetora.

et
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2. {bi1 y biz, ceey bik+1} = {b] . ] € {1,2, ceey ik+1}}.

Isso termina a construcdo indutiva da sequéncia estritamente crescente indices
{inJp2y que satisfaz j € N +— by, injetora, {b;, : j € N} = {b; : j € N}e, pela
injetividade acima e por {1,}°°, ser crescente, {bij }]?21 ¢ estritamente decrescente.

Sendo {by;}°; subsequéncia de {b,}32;, {b; ;% converge para 0.

in+171
Crie agora duas novas sequéncias. Ponha B, = b;, eponha A, = ) a;.
j=in
n g1
Temos, paratodon € N, |3 Aj| =| > qj| < K. Além disso, {B}32; € estri-

j=1 j=1

tamente decrescente com lim B, = 0. Dai é convergente a série Zio:] A.LBn.
n—oo
in+171
Vamos agora ver que ) _.°, a;b; converge. Dadon € N,A,B, = Y ajb;, =
j=in
in+17]
Y ajby. Sejal=3 > A.B,. Sejae >0.

j=in
1. Sejan,y € N tal que para todon > ny, b, < min{1, ¢}.
2. Sejan, € N tal que para todo n > ny, tem-se | — Z?:] AjBj| < ee
‘Z{'inAjBi‘ <e

3. Ponha ny = max{i,,, na}.

. iny—1
Sejan € Ncomn > no. Temos 3 " ajb; = Z]lj] a;b; + Z?:i% a;b;, sendo
n3 € N maximo tal que n > 1i,, — 1. Note que n3 = n; é uma possibilidade, mas

€ necessariamente verdade que n; > ny.

n ing—1 n
Z Cl]'b]' —1 < SZ ajbj — I+ Z Cl]'bj
j=1 j=1 j=ing
S i Aan —1 + i Cl]'bj
n=1 j:'tn3

n

SE"‘ Zajbj

j:i'ng
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Agora, perceba que i,,41 — 1 > n pela maximalidade de n3; como foi tomado.

Logo para todo j € {in,,...in;41 — 1}, temos b; = bi,, e assim:

n n

Z ajb;| = bin3 Z q;| < bin32K < 2K

j :i-n 3 ] =in 3

Assim:
n

Za]'bj_l SE—}- Zajb)- §E+€2k
j=1

j:in]

A arbitrariedade de ¢ > 0 dd que a série }_;°, a;b; converge e sua soma é I.

Observacao 6.1.1. Deve ter um jeito mais facil de fazer isso. Vai saber se isso
tudo que eu escrevi aqui estd certo. Depois eu tenho que voltar e revisar isso

daqui.

7 Elao - C9E20

Q. Seja f: [a, b] — R uma fungdo limitada. Indiquemos por w(x) a oscilagio de

f em x € [a, b]. Prove que

7.1 Resolucao

Seja € > 0 e seja Q uma partigdo de [a, b] tal que TZf(x)dx — izf(x)dx +e>
S(f, Q) —s(f, Q) e que TZw(x)dx +¢e > S(w, Q).

Para cada x € [a,b], existe 0, > O real tal que |f(y) — f(z)| € (w(x) —
g, w(x) + €) qualquer que sejam y,z € (x — Oy, X + 04) (isso é consequéncia
direta da defini¢do de w). Temos [a,b] C |J (x — &/2,x + d8«/2) e logo

x€la,b]

existem X1, %2, ..., Xn € [a, b] tais que [a,b] C |J (% — 8x,/2,%;j + 8,/2). Ponha
=1

P =QU([a,blN{x1—8"/2,%;—0"/2, ..y xn — 0" /2, X1+ 8" /2, %2+ 0" /2, ..y xn+
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8*/2,}), sendo 6" = min{dy,, dx,y..eyOx, J. Ponha P = {tp < t; < ... <t} P
refina Q e, além disso, € facil ver que para todo i € {1,2,...,m}, existe j = j; €
{1,2,...,n}tal que [t; 1 —8"/2,t; + 8" /2] C (xj — Ox;,Xj + ;). Isso implica em
[f(x)—f(y)l € (w(x;)—e, w(xj)+¢) paratodox,y € [ti 1—8%/2,t;+0*/2] o que
dd w(x) < w(xj)+eparatodox € [ti_j,til e, logo, sup (w(x)) < w(xj)+e.

X€E[ti_1,ti
Temos:

(Mf - mif)Ai

M=

S(f>P) - S(f)P) =

,ﬂ.
Il
=

[
M=

we([tior, t])A;

_...
Il
=

sup  [f(x) —f(y)lA

1 %YEltio1,4]

I
‘I\’IS

1

M=

(w(xj) — €)As

,_..
I
-

[
M=

(U(in)Ai — E(b — Cl)

,4.
[
=

ZZ sup w(x)A; —2¢e(b—a)

i1 *€lti—n,tl

=S(w,P)—2¢(b—aqa)

b
> J w(x)dx —2¢e(b—a)

Sendo S(f, Q) — s(f, Q) > S(f,P) — s(f, P), temos:

b
J f(x)dx—J f(x)dx + ¢ EJ w(x)dx — 2¢e(b —a).

“a =—a
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Por outro lado:

(M{ —m{)A;

M=

S(f,P) —s(f,P) =

._..
Il
o

we([tior, A

[
M=

,_..
Il
-

sup  [f(x) — fy)lA;

1 XYy S [tifl yti}

[
M

i

(wix,) + &)

M-

i=1

<eb—a)+ S(w,P)

Sendo S(w, P) < S(w, Q), temos

—b

b b
J f(x)dx—J f(x)dx SJ w(x)dx + ¢+ ¢e(b—a).

—a —a

Como ¢ > 0 € arbitrario, vale a igualdade.

8 Elao - C9E21, CI9E22

Observacao 8.0.1. A ideia aqui € apresentar certos resultados, de prova simples,
que ajudam a resolver problemas como estes dois. os problemas em si nao sdo tao
relevantes assim. Eles servem mais como pretexto para falar das coisass que eu

vou falar aqui.

CI9E21. Se um intervalo I tem medida nula, entdo I reduz-se a um ponto.

C9E22. Todo conjunto de medida nula tem interior vazio.

Observacao 8.0.2. Em C9E21, pode-se ter I = () também.
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8.1 Resolucao

Parte 8.1.1. Primeiro, prove por inducdo em n € N que se [;, I, ... I, s@o
intervalos abertos ndao degenerados limitados, entao existe m € Ncomm < ne
existem Jy, J2, ..., ], intervalos abertos nao degenerados dois-a-dois disjuntos tais
que U, L = U;L Ji e Z]"; J;1 < 3", ILl, sendo que vale a igualdade se, e
somente se, os I;’s forem dois-a-dois disjuntos.

A ideia de como provar isso é a seguinte. O caso base paran = 1 € trivial. Para
fazer o passo indutivo, divida em dois casos. Primeiro, se hd iy € {1,2,...,n} tal
que paratodo i € {1,2,...,n}\{io}, tem-se I;, NI; = (), entdo aplique a hipdtese de
inducgdo sobre [;, i # 1y, e pronto. Caso ndo haja tal iy, ponha I* = [,, U I, 4, que
¢ um intervalo aberto nido degenerado limitado com medida menor, estritamente,

do que |I,] + |I._1]. Aplique a hipétese de indugdo em Iy, I, ..., I, 2, I*.

Parte 8.1.2. Sobre C9E21, caso I ndo seja degenerado, hd a,b € [talque a < b.

Assim [a,b] C I e teriamos [a,b] de medida nula. Seja entdo ¢ = ﬁ’&;g (ou

qualquer coisa menor que b — a). Por medida nula e compacidade, ha Iy, I, ..., [,

intervalos abertos nao degenrados e limitados tais que [a,b] C [J; Lie )} . |Li] < e.
Seja Ji, ..., Jm como acima, ou seja, J;’s dois-a-dois disjuntos, intervalos abertos
nao degenerados limitados tais que {J; Ii = U; Jj € 3_; IJ;l < 3_; [1i|. Pelo teorema
da da estrutura dos abertos da reta (veja observagdo no final), é necessariamente
verdade que existe k € {1,2,...,m} tal que a,b € J, e logo [a,b] C Ji, o que

daria |[a, b]| < |]i| e, assim, b —a < Zj J;| < b — a, uma contradigao.

Parte 8.1.3. Sobre C9E22, se existe algum conjunto X C R de medida nula com
intX # (), entdo hd a,b € Xcom a < be (a,b) C X, o que implica em (a, b)

ser de medida nula, um absurdo.

Observacao 8.1.1. O teorema da estrutura dos abertos da reta pode ser provado
de uma forma diferente (do que o que o Elon faz) de modo a deixar sua utilizacao
acima mais clara. O roteiro € o que segue. Seja A C R um aberto nao vazio.

Defina a relacdo ~ sobre os elementos de A de modo a fazer x ~ y se, e somente
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se, por defini¢do todos os pontos entre x e Yy de R estdao em A, ou seja, [x,y] U
[y,x] C A (tomando como vazio o conjunto [a,b] para a > b). Mostre que

essa relagdo é de equivaléncia. Temos A = [ «, sendo que A/~ denota o
xeA/ ~
conjunto das classes de equivaléncia de A por ~. Em particular, a unido anterior

¢ disjunta. Mostre que para todo & € A/~, tem-se « aberto e também « intervalo
(i.e. VX,y € o, [x,y] C ®).

A unicidade ¢ a seguinte, se A = |4, ; &, sendo I um conjunto cujos elemen-
tos sdo intervalos abertos nio degenerados de R, entdo I = A/~. E claro que I
forma uma particdo de A. Seja ~" a relagdo de equivaléncia sobre A associada a
particao I. O que devemos mostrar é que ~ e ~' sdo iguais. Sejam x,y € A com
x ~"y. Dai existe o« € I tal que x,y € e logo x ~y. Sejam, agora, x,y € A
com x ~ Y. Sem perda de generalidade, assuma x < y (o caso x = y € trivial, e
0 caso x > |y se trata de modo inteiramente andlogo). Se x ~’ y for falso, pondo
x, € I tal que x € «,, tem-se «, limitado superiormente com sup &, € A (pois
sup &, € (x,yl C A)e, assim, sendo «,, € I o intervalo aberto que contem sup o
como elemento, temos o, # . € o, N &, # (), uma contradi¢do. Logo x ~" y.

Demonstrando deste modo, fica claro que [a,b] C Jy U, U J3 U ... U Jn,
com os J;’s intervalos abertos ndo degenerados limitados dois-a-dois disjuntos
(como ocorre na resolugdo de C9E21), implica em existir k € {1,2, ..., m} tal que
a,b € Ji pois a ~ b de acordo com a relacdo de equivaléncia definida na prova.
Sendo os intervalos abertos |, J2, ..., J;m as classes de equivaléncia neste caso,

tem-se a existéncia entdo de tal k.

Parte 8.1.4. Uma consequéncia do que foi feito aqui é que se um intervalo I for
subconjunto de uma unido enumerdvel de intervalos UJ,, entdo [I| < > |J,|. Va-
mos provar isso. Primeiro vamos provar para o caso em que I € um intervalo
compacto e {J,}°°; é uma sequéncia de intervalos abertos limitados ndo degene-
rados. Todos os outros casos recaem neste (argumentaremos isso no final).

Pela compacidade de I, podemos ja assumir de cara que atemos I C J; U J, U
... U T e queremos mostrar que |I| < >, [Jil. Sejam Ly, Ly, ..., Ly, comm € N

e m < n intervalos abertos ndo degenerados e limitados tais que Ul* ; J; = U™, L;.
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Como ja vimos, > |Li| < > [Ji|. Sendo I C UL, ha iy € {1,2,...,m} tal que
I C Li, (de novo, lembre-se da relagdo de equivaléncia do teorema da estrutura
dos abertos da reta) e, logo [I] < |Li, | < > [Jil.

Para ver que os outros casos se reduzem a este, considere primeiro a situacao
em que [ ilimitado. Precisamos entdo ver que ) _|J;| = co. Suponha I ilimitado
superiormente (o caso I ilimitado inferiormente € inteiramente andlogo e nao serd
tratado explicitamente). Vamos ver que este caso se reduz ao caso em que [ é
limitado. De fato, seja a € 1. Paratodon € N, [,, := (a,a+n) C I C U]J;.
Assim, o caso I ilimitado se reduz ao caso I limitado.

Finalmente, suponha I limitado. Seja ¢ > 0 arbitrdrio. Caso algum dos J;’s
seja ilimitado, segue a tese trivialmente. Vamos supor que os J;’s sdo todos ndo
vazios pois podemos sempre descartar os vazios. Suponha cada um dos J;’s limi-
tado com J; de extremos a; < b;. Ponha L; = (a; — ¢/2i+',b; + ¢/2i+1). Ponha
a=infle b = supI. Temos fecho(I) C (a—¢/4, a+¢/4)U(b—¢/s,b+e/4)UL e
> |Lil = € + )_|Jil- Pelo caso em que I é um intervalo compacto e os J;’s sdo in-
tervalos abertos limitados ndo degenerados, temos |I| = [fecho(I)| < 2e + > il

Sendo € > 0 qualquer, segue a tese.

9 Elao - CIE38

Q. Mostre que

lim
n—oo

(nn+1 _|_ (n_|_ 1)71)“ B ee

nﬂ-’r]

9.1 Resolucao

Para cada n € N, defina f,, : (0,00) — R dada por f,(x) = (1 + x/n)™.
Analisando a derivada de f,, € facil ver que f,, € mondtona nio decrescente para
todo n € N em todo seu dominio. Ponha a, = f,,(f,(1)) para cada n € N.

Queremos mostrar que lim a, = e, o que se justifica pela seguinte observacao,
n—oo
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dado n € N qualquer:

A1)\t (n+ (1D L 049" "
( e )—T =\t )

Seja ¢ € (0, e) arbitrario. Sejany € N tal que para todon € Ncomn > n,

tem-se (1 + :—1)“ € (e—¢,e+¢€). Assim, paran € NN [ng, 00), temos a,, =

fo(fo(1)), sendoque e —e < f,(1) < e+¢,donde f(e—¢) < a, < f.(e+e),

(1_e—e> San§(1—e+8) .
n n

Por isso logo acima valer para todon € N com n > n,, tem-se o seguinte:

ou seja,

lim <1 —6;8) <liminfa, <limsupa, < lim <1 _e+s> ,

n—oo n—oo n—o0o n—oo n

ou seja,

e ¢ <liminfa, < limsup a, < e®**.
n—oo n—oo

Sendo ¢ € (0, e) qualquer, segue-se que e® < liminf,_,o a, < limsup, . an <

e® e, logo, lim a, = e°.
n—oo

10 Elao - C9E40

Se f : [a,b] — [c,d] é de classe C', com f'(x) # 0 para todo x € [a,b], e

g: [c,d] — R ¢é integrdvel, entdo g o f € integravel.

10.1 Resolucao

A ideia geral aqui é que f’ atinge seu minimo e maximo em [a, b], que sdo ambos
de mesmo sinal e diferentes de 0 (estamos usando aqui que f é C' e o Teorema de
Darboux). Isso implica em f ser inversivel e de inversa ¢ lipschitziana (estamos
usando aqui o teorema da fungdo inversa para fun¢des diferencidveis). Denote por

D C [c, d] o conjunto dos pontos de descontinuidade de g. Se x € [a, b]\ (D),
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entdo g o f é continua em x. Além disso, temos (D) = ¢(D N f([a, b]) é de

medida nula por D ser de medida nula e ¢ ser lipschitziana.

11 Elao - C9E43

Q. Mostre que o conjunto A do Exercicio 42 nao € a reunido enumeravel de con-

juntos de conteddo nulo.

11.1 Resolucao

Usaremos aqui os resultados dos exercicios 42, 41 e do exercicio 54 do capitulo 5
(i.e. o Teorema de Baire). Suponha A = U;cnCi, sendo C; de contetddo nulo para

cadai € N. Temos
R=AU(R\A) = (UienG) U (R\A) C (UienCi) U(RNA) C R

Assim,
R = (Uie\fi) U(R\A).

Teriamos entdo R igual a uma unido de fechados de interior vazio (veja o exercicio
41 deste capitulo para saber o motivo de C; ter interior vazio para cadai € N e
veja o exercicio 42 para saber o motivo de R\ A ser unido enumeravel de fechados
de interior vazio). O Teorema de Baire entdao implica em R ser de interior vazio,

um absurdo.

12 Elao - C9E44

Q. Dada uma sequéncia de intervalos abertos I,, C [0,1], se >_|I,| < 1, entdo o

conjunto fechado F = [0, 1] \ UI,, ndo tem medida nula.
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12.1 Resolucao

Suponha que F seja de medida nula. Ponha ¢ = ) |I,| < 1. Existe entdo uma
sequéncia J,, de intervalos abertos tais que F C UJ, e ) _[],.| < 1% Assim
[0,1] C (UI,) U (UJ],). Pela compacidade de [0, 1], tem-se [0, 1] C I, U L,, U
ULy UTy Uiy Ueee U T, que dd T = 1[0, 1] < 3 [Tn |+ [l = c+ 58 < 1,

um absurdo (veja a se¢do [g).

13 Rudinl - C7E12

Q. Suponha que g e f,, (n = 1,2,...) estejam definidas em (0, c0) e que sejam
Riemann integraveis em todo intervalo compacto subconjunto de (0, 00). Seja
f: (0,00) — R. Suponha também que |f,(x)| < g(x) para todo x € (0, +00)
e f, — f uniformemente em todo subconjunto compacto de (0, co). Finalmente,

suponha [;° g(x)dx < co. Prove que

lim Joo fa(x)dx = JOO f(x)dx.

n—oo 0 0

Assuma primeiro fy, f, g : (0,00) — R para todo n € N. Extenda depois para o

casoem que g : (0,00) — Re f,,f:(0,00) - R4, deN.

Observacio 13.0.1. E claro que provar a existéncia dos limites é parte do que

estd sendo pedido.

13.1 Resolucao

Primeiro vamos mostrar que o caso vetorial se reduz ao caso real. Depois mostra-
remos o caso real.

Sejaj € {1,2,...,d} e ¢, a j-ésima fungdo coordenada de f,. Seja \ a
j-ésima funcdo coordenada de f. Como as hipéteses do problema valem pra
g, fn, f, entdo valem também para g, ¢, 1. Isso implica em, caso ja feito o caso

real, lim [;° dn(x)dx = ["W(x)dx. Sendoj € {1,2,...,d} arbitrdrio, tem-se

35



ILm fgo fo(x)dx = fo x)dx. Resta entdo provar o caso real, que é o que vamos
1eisscilomir daqui pra frente.

Temos |f,(x)] < g(x) para todo x € (0,00) e para todo n € N. Isso im-
plica em f,, ser absolutamente integravel de 0 a oo, para todo n € N ja que
fo x)dx < oo e g é ndo negativa. Além disso, isso implica em |f(x)| < g(x)
para todo x € (0, 00), o que dd, também, f, absolutamente integravel de 0 até oo.
Assim, existem todas as integrais em questao.

Sejaw = fo x)dx e seja agora T > 1 tal que UO x)dx — ft ‘ <

sendo t = 1/1, e também tome T tal que

JLf(x)dx — w‘ < 755- Sejang € N

oo S Toorr— - Com

T00°
tal que para todo n € N com n > n,, tem-se || (f — f)lie

i$s0, temos ftT fn(x)dx—ftT dx‘ <155 e
2e T 2e
e S <wi .
w 100_J (X)dX_W+1OO

w— 2 + Jt fo(x)dx + JOO fo(x)dx < J:O fo(x)dx

<w+ 2¢ +th (x)dx—krof (x)dx
— ]00 n n )

0 T 0 )
<w+ 700 +L g(x)derio g(x)dx
e
W—ETEO < J:ofn(x)dx Sw-l—]gTeo.
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14 Rudinl - C7E13

Q. Seja {f,,}32; uma sequéncia de funcdes reais mondtonas nao decrescentes de
uma varidvel real definidas em todo R. Suponha f,(x) € [0, 1] paratodox € Re
para todo n € N. Mostre que existe uma subsequéncia {fy, }°; de {f,}7°; tal que
existe o limite ]}Lrgo fn, (x) para todo x € R. Ponha f = limy f,,, . Mostre também
que, se supormos f continua, temos em subconjuntos compactos de R, f,,, — f

uniformemente.

Observacao 14.0.1. Provado a veracidade para o caso das func¢des f, mondtonas
ndo decrescentes, conclui-se trivialmente que o resultado vale para os outros tipos

de monotonicidade (olhe para {—f,}°2 ).

14.1 Resolucao

A resolucgdo € enjoada e se dd em vérios passos. Primeiro vamos deixar claro qual

€ o roteiro. A prova de fato comeca no pardgrafo seguinte.

1. Repetiremos o argumento da diagonal dado no livro para mostrar que existe
uma certa subsequéncia {f,, }°°, de {f,}2°,; e um certo subconjunto Q
denso de R, que no caso aqui serd (Q, tal que para todo x € Q, tem-se

lim, f,, (x) existe.

2. Vamos mostrar que isso nos permitird definir uma f, que provaremos ser
mondtona ndo decrescente e limitada entre O e 1. A monotonicidade da f
nos permitird concluir que f é continua em todo ponto de R exceto por uma

quantidade enumerével de pontos.

3. Mostraremos que f(x) = lim, f,,, (x) para todo x € R tal que f é continua
em x. Para isso, precisaremos antes mostrar que f(x) = lim,, f,,_ (x) para

todo x € Q (do item 1).

4. Como f € descontinua numa quantidade apenas enumerdvel de pontos, po-

deremos repetir um argumento de diagonal (como o do item 1) de modo a
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tratar esses pontos e arrumar uma subsequéncia de {fy,, }2°; que converge

em todo R.

5. Assumindo f continua, provaremos entao a convergéncia uniforme da sub-

sequéncia de {f,}$°; em cada conjunto compacto subconjunto de R.

Repetiremos o "argumento da diagonal"(para pratica minha). Sejar: N — Q
bijetora, usando 1; = 7(1i). Temos {f, (11)}32; uma sequéncia limitada de nimeros
reais e logo admite uma subsequéncia convergente. Denotaremos os indices desta
subsequéncia converge por Nj. Assim, {f,(11)}nen, converge. Considere, para
um certo k € N arbitrario, Ny, Ny, ..., Ny C Ncom Ny C Ny_; C ... C N; C Ny
infinitos com {f,, (1) nen, convergente. Como {f,(Ti1)en, € uma sequéncia
de nimeros reais limitada, admite entdo uma subsequéncia convergente, cujos
indices denotaremos por Ny,. Sendo assim Ny; é um subconjunto infinito de
N e, por vir de uma subsequéncia de {f,(Ty,)tnen,, Nxt1 C Ny. Fica entdo
feita a construgéo indutiva de conjuntos {N,,}2° ; subconjuntos infinitos de N com
Nii1 C N; paratodo i € N e com {f,,(1;)}nen, convergente para todo i € N.

Considere uma segunda construgdo indutiva (poderiamos ter feito apenas uma
constru¢do indutiva, mas acho mais facil de aplicar o processo do argumento da di-
agonal separando a construcao nessas duas partes). Tome m; € N; qualquer (e.g.
m; = min Ny). Construidos, para um certo k € N artbitririo, m;, my, ..., my na-
turais com m; < my < ... < myecomm; € Ny paratodo i € {1,2,...,k}, tome
My > My com My, € Ny, arbitrariamente (e.g. My, 1 pode ser tomado como
igual a min Ny, N [my + 1, 00)), que existe por Ny ser um subconjunto infi-
nito de N (e logo ilimitado superiormente). Fica entdo construida uma sequéncia
crescente de naturais {m,J¢° ; estritamente crescente tal que, para todo k € N e
paratodon € N com k > n, tem-se m € Ny C N,,. Isso implica em, para todo
k € N, ILm fm, (k) convergente. Isso termina o "argumento da diagonal"que
disse queniriO; repetir.

Ponha y,, = li_)m fm, (1%), k € N qualquer. Defina f(x) = sup{yy : Ik €
N, < x}. AgorerlL é Z)uestﬁo de mostrar que f satisfaz o que se pede.

Dado k € N, yy € ponto de aderéncia da unido das imagens dos f,, ou seja,
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Yy € ponto de aderéncia de U, enfn (R). Isso implica em yy € [0, 1]. Dai, tem-se
f(R) c [0, 1].

Sejam x1,x; € R com x; < x; e sejaj € Ntal que x; < 173 < x2. Seja
i € N qualquer natural tal que 1y < x;. Pela defini¢do de f, temos f(x;) > y;.
Temos y; = limy fy,, (15) > limy fiy, (1i) = y; pois fr,, € mondtona ndo decres-
cente. Pela arbitrariedade de 1 € N tal que 1; < X, temos f(x;) < y; < f (x2)
(estamos usando a defini¢do de f como o supremo daquele conjunto). Assim, f é
monotona ndo decrecente. Isso nos permite concluir que o conjunto D dos pontos
de descontinuidade de f é enumerdvel.

Vamos ver agora que para todo k € N, f(r) = lim; fy,, (1). De fato, f(ry) =
sup{y; : 31 € N, 1; < 1), Temos, por definigdo, yi = lim; fy, (1y). Dadoi € N
com 1; < 1y, temos . (11) < fi (r¢) para todo n € N e, logo, (passando o
limite) y; < yy. Isso implica em Yy cota superior para o conjunto cujo supremo ¢é
f(ry). Além disso, yy € elemento deste conjunto. Dai f(1y) = yy.

Ponha C =R\ D. Seja x € C. Temos f continua em x. Seja ¢ > 0 arbitrario.
Ponha & > 0 tal que f((x — &,x +8)) C (f(x) — &, f(x) + €). Sejam i,j € N tais
que x —d <1y < x <715 <x+ d. Temos, para todo k € N,

fmk (ri) S fmk (X) S fmk (Tj))
o que da
f(x)—e <Af(ry) < lirriinffmk(x) < limsup f, (x) < f(r;) < f(x) +e.
K

Sendo ¢ > 0 qualquer, f(x) = limy f,,, (x).

No caso D = (), ndo hd nada a fazer e ja estd provado que f(x) = lim,, (%)
para todo x € R. Suponha até o final deste pardgrafo que D # (). Seja My =
{m, :mn € N}J. Ponha D = {d,}{>, comn € N — d, uma sobrejecio de N em
D. Temos {f;,(d1)}mem, limitada e logo hda M; C M, infinito com {fy, (d1)}mem,
convergente. Prossiga como no argumento pela diagonal. Assuma, por hipdtese de
inducdo, que temos definidos M, M, M3, ..., My, para um certo k € N, subcon-

juntos infinitos de N com My C ... C M; C M C My e tais que {fy,(di) hmem,
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converge para todo i € {1,2,...,k}. Temos {f;,(dx+1)}mem, limitada e logo ha
M1 C My infinito com {fi, (dit1)}mem, ., convergente. Isso termina a defini-
¢do indutiva de {M,,}2°;, uma sequéncia de subconjuntos infinitos de N tais que
M; C Mype,paratodoi € N, My C M, e{fn(di)}mem, converge. Defina agora
(como no segundo passo do argumento da diagonal) uma sequéncia crescente de
indices {n;}{°, tais que n; € M; (tome ny € M, arbitrdrio; tome niy; € My
com Ny > My, que € possivel pois M, € subconjunto infinito de N). Assim
{fn, (x)}°; converge para todo x € D pois dado k € N, n; € My para todo
i > k. Como {n; : i € N} C M,, temos {f,,, (x)}{2, convergente também para
todo x € C. Segue-se que {fy, (x)}3°, converge para todo x € R.

Suponha agora f continua, ou seja, que D = (). Queremos concluir que, em
subconjuntos compactos de R a convergéncia de f,, em f € uniforme. Para faci-
litar na manipulacdo dos indices, ponha g, = f,;,. Temos entdo uma sequéncia
{gn}22, de fungdes reais definidas em todo R mondtonas néo decrescentes, limi-
tadas entre O e 1 convergindo pontualmente para f, que é continua. Queremos
mostrar que, dado K C R compacto ndo vazio, temos g, — f uniformemente
em K. Seja ¢ > 0 arbitrario. Seja x € K. existe 6 = d(x) tal que f(B(x,d)) C
f(B(f(x), €)), da continuidade de f em x. Temos f(x—3/2), f(x+5/2) € B(f(x), €).
Sejany = no(x) € Ntal que gn(x —38/2) > f(x) —ee gn(x +82) < f(x) +¢
para todo n > my. Como K = (J B(x, 3 /2), existem x7, X2, ..., X € K tais que,
pondo &; = O(x;) parai € {1,x2€,K...,k}, K = B(x1,%1/2) U ... U B(xy, ®¢/2). Po-
nha ng = max{mo(x1), mo(x2)y ..., Mo(xx)}. Sejan € N comn > ny. Seja
x € K. Sejai € {1,2,...,k} tal que x € B(xi,%/2). Temos f(x;) — e <
gn(xi—%/2) < gnlx) < gn(xi+31/2) < f(xi)+e e, além disso, f(x) € B(f(x), ¢)
pois x € B(xy, 8;). Logo |gn(x) — f(x)| < 2¢. A arbitrariedade de ¢ > 0 implica

na tese.

15 Rudinl - C7E15

Sejamf: R - Ref, :R - RN =1,2,...) com, paratodon € Ne x € R,

fn(x) = f(nx). Suponha f continua e {f,}7° ; equicontinua em [0, 1]. O que pode
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ser concluido sobre f?

15.1 Resolucao

Pode-se provar o seguinte. Dado f : R — R continua. Defina f,, : R — R para

cadan € N dada por f,(x) = f(nx). Entdo sdo equivalentes:

1. f(x) = f(0) para todo x € [0, c0).

2. Existe a € (0, 00) tal que {f,}32; € equicontinua em [0, a].

E claro que, no caso afirmativo, entdo tem-se que para todo a > 0, {f,}32; é

equicontinua em [0, a].
Observacao 15.1.1. A continuidade de f € imaterial aqui. Esquisito.

Que (1) implica em (2) € 6bvio. Que (2) implica em (1) segue do seguinte
fato. Sejax € R com x > 0. Seja ¢ > 0 arbitrdrio e 6 > 0 da equicontinuidade de
{fu)e2,. Sejan € Ntal que ¥/n € (0,8) N (0,1/2). Assim [f,,(*/n) — f,(0)] < e,
ou seja, |f(x) — f(0)| < €. Sendo ¢ > 0 qualquer, tem-se f(x) = f(0).

Conclui-se que tudo que pode ser dito sobre f é que € constante na parte ndo
negativa de R. Fora isso, f pode ser qualquer coisa (desde que seja continua).
Pegue, por exemplo, a funcdo g : R — R mais esquisita que vocé conhece. Ponha
f(x) = g(x) para x < 0 e ponha f(x) = g(0) para todo x > 0. Segue-se que

{fnJe2, € equicontinua em [0, 1].

16 Rudin - C7E25

Q. Seja ¢ : [0,1] x R — R limitada e continua. Dado ¢ € R, mostre que existe

y:[0,1] — Rtal que y'(x) = d(x,y(x)) paratodo x € [0,1] e y(0) = c.

Observacao 16.0.1. Seguiremos a dica do livro.
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16.1 Resolucao

Dadon € Nei € {0,1,2,...,nn}, defina x* = ﬁ Defina também indutivamente
c* da seguinte forma: ¢ = ce cy; = G(x{,cl)(xf,; — x{') + cf para todo
i€ {0,1,2,...,n—1}. Ponha of = ¢(xI',cl'). Defina f, : [0,1] — R dada
por fo(t) = of (t — x') + ' para t € [xI',x],;) sendo f,(1) = c}. Temos
fo(x) = cI'. E claro que f,, é continua em cada (xI*, X} ;) pois coincide com uma
funcdo afim nestes intervalos abertos. E de facil verificacdo que fo(x'+) = !
(para i < n) e que fy(x'—) = c' também (para i > 0). Isso implica que f,, é
continua. Além disso, temos f, (t) = o = d(x], cl) = d(xT, fr(x])) para todo
te (x,xi).

Defina agora A, : [0, 1] — R dada por A, (t) = f/ (t) — d(t, f,(t)) para todo
te (xhxl,),1€{0,1,2,...,n—1}, e ponha A, (x}') = 0.

E claro que ¢, fn, A, sdo todas Riemann integraveis (¢ é continua e f,, A,
sdo continuas por partes). O teorema fundamental do cdlculo dd que para todo

x € [0, 1], temos

X

fx) = ¢ + j (b (t, fa(t)) + An(t)]dt.
0

Agora vamos as verificacdes do item (a). Temos ¢ limitada. Seja M € R
uma cota superior para ¢. Em todo ponto t € [0, 1] em que f,,, para qualquer
n € N que seja, é derivavel, f, (t) = «f para algum i € {0,1,2,....n—T}e,
logo, |f/(t)] < M. A desigualdade triangular da que A,(t) < 2M para todo
t € [0,1] (caso t = x{* para algum i € {0,1,2,...,n}, temos A,(t) = 0 por
definicdo). E relativamente facil ver que |f(t)| < |c[+ M para todo t € [0, 1], mas
isso € um pouco chato de se justificar por escrito. Além disso, mais 6bvio que
isso € que [f(t)] < |c| + 3M(x — 0) < |c| + 3M e este fato, para os propésitos da

resolucao do problema, € tdo bom quanto o outro. S6 para deixar claro, suponha
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que x € (x,x{,;),paran € Neie {0,1,2,...,n— 1}, dai:

i+ x
(J oc}‘ldt) —|—J lot|dt

X1
|
X]
—1
<lcl+ ( MK, —x}‘l) + Ix —x{'IM
j=0

FX) < lel+ >

i—1
j=0

=lc/|+M(x—0) <[]+ M

A continuidade de f,, resolve os casos em que x = x{' (para algum par i, que
faga sentido). Perceba que em cada [x}', x{';], paran € Nej € {0,1,2,..,n — 1},
exceto nos extremos do intervalo, f,, coincide com uma func¢ao afim de coeficiente
linear &', 0 que justifica as contas feitas acima. O que importa é que existe M; >
0 tal que [f(t)] < M, paratodo t € [0, 1]. Isso termina as verifica¢des do item
(a).

O item (b) nos pede para mostrar que {f,}°°, é equicontinua. De fato, para
todon € Neparatodoi € {0,1,2,...,n— 1}, temos f, lipschitziana em [x', x{', ;]
com constante de lipschitz M. Isso implica na equicontinuidade de {f,}3°,. Va-
mos fazer o argumento aqui. Seja ¢ > 0 arbitrdrio e seja § = min {80, 3755 }-
sendo 8y = min{x},; —x{" : 1 € {0,1,2,...,n — 1}}. Sejam agora t;,t, € [0, 1]
com |t; — t1] < 6 e n € N. Sem perda de generalidade, assuma t; < t,. Caso
haja i € {0,1,2,...,n— T} tal que t;,t; € [xI',x},], entdo [f(t2) — fu(ts)] <
M|t; — t4] < e. Caso ndo haja tal i, sejam i;,1, € {0,1,2,...,n— 1} tal que
tp e [XE,xP] ets € [xD,xD ). Porlty —ta] < 8 eporty; > ty, te-

mos i, = 1y + 1 e, dai, usando a desigualdade triangular ¢ comparando f(t;)

n
1141

fn(tz) = )+ Ifn(t) =X )l S 3+ 3 =€

O item (c) € a utilizagdo do teorema 7.25 do livro. {f,}*°, € limitada pontual-

com f(x{ ;) e comparando f(t;) com f(x],), segue-se que [f;(t2) — fu(t1)] <

mente pois € limitada uniformemente, como foi visto em (a). Denote por N C N
o subconjunto infinito de N tal que {f,,},en converge. Denote f o limite de con-
vergéncia uniforme de {f,, }nen. Ponhan : N — N bijecdo crescente.

Com relagdo ao item (d), ponha, paracadan € N, g, : [0, 1] X [-M;, M4] —
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R dada por g,(t) = ¢&(t,fn(t)). gn € continua e logo uniformemente conti-
nua em seu dominio, que € um conjunto compacto, para todo n € N. Defina
g : [0,1] x [-M;,M;] — R dada por g(t) = ¢(t,f(t)). Similarmente, g é
uniformemente continua em seu dominio. E claro que g, — g (n € N) pontual-
mente, pela continuoidade de ¢ e por f,, — f pontualmente (n € N). Ponha K =
[0, 1]x[—M;, M;] esejae > 0. Seja & > 0 tal que para cada (x1,y1), (x2,y2) € K
com [x; —xz| < dely; —yz| < 5, tem-se |d(x1,y1) — d(x2,Y2)| < €. Seja agora
ny € N tal que paratodon € N com n > ng (é s6 um detalhe, mas é claro
que ny € N ndo € uma necessidade, mas isso poderia ser pedido caso fosse ne-

cessdrio), tem-se |[f, —f|| . < 0. Assim, parat € [0,1] e n > n,, tem-se

lgn(t) — g(t)| = |b(t, fr(t)) — d(t, f(t))| < &. Logo g, — g uniformemente
(m € N).

Sobre o (e), usamos a equicontinuidade de {f,,}>°; e a continuidade uniforme
de ¢ em K. Seja ¢ > 0. Seja 0; da continuidade uniformente de ¢ em K de acordo

com a norma do maximo para €. Seja 6, da equicontinuidade de {f,}° , para d;.
1

Sejang € N tal que - < min{8;,5,}. Sejaagorat € [0,1] en > no. Seja
1€{0,1,2,..,n—T}alque t € (x,x{;) (lembrando que A, (xj") = 0 qualquer
que sejaj € {0,1,2,...,n}). Temos |A,(t)| = [d(x], fr(x])) — d(t, fa(t))| < e.
Logo A,, — 0 uniformemente (n € N; note que é N e ndo somente N).
Finalizando, temos o item (f). Temos f,(x) = ¢ + fg[gn(t) + A, (t)]dt para
todon € N. Temos g,, + A,, — ¢ uniformemente em [0, 1] (n € N). logo, para
qualquer que seja x € [0,1], temos [} [gn(t) + An(t)ldt — [ g(t)dt (n € N).

Logo, para todo x € [0, 1], temos (fazendo o limite n — oo, n € N):

X X X

g(t)dt = c+J o(t, f(t))dt.

f(x) « fo(x) = C+J
0

[gn(t) +An(1)]dt — ¢ +J
0

0

Isso implica em f(0) = c e f diferencidvel pelo Teorema Fundamental do Calculo
com f'(t) = d(t, f(t)) paratodo t € [0, 1].

Observacao 16.1.1. Sobre C7E26, use um dos exercicios deste capitulo que pede

para extender os teoremas para situagdes mais gerais. Vdarios deles podem ser
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usados para a situacdo de vdrias varidveis. A argumentagdo € essencialmente uma

adaptacao direta do que foi feito aqui.

17 Elinho2_4ed - C2S4E1

Q. Seja f : [a, b] — R™ um caminho de classe C' com f(a) = A e f(b) = B. Se
o comprimento 1(f) = |[B — A, prove que f é uma reparametriz¢do do caminho
retilineo [A, B].

17.1 Resolucao

Primeiro, suponha por absurdo que ha P € f([a,b]) tal que P ¢ [A,B]. Seja
t; € [a,b] tal que f(t) = P. considere a parti¢do P = {t, t, t,} dada por t, = a
ety = b. Temos [B — A| < |(f,P) < l(f) < |B—A|]. Porém, L(f,P) =
|A — P|+ |P — B| com P fora do segmento ligando A, B e, assim, ndo podemos ter
L(f,P) <|B—A|.

Assim, f(t) € [A,B] paratodot € [a,b]. Assuma B # A (ocaso B = A
serd tratado no final). Dado entdo t € [a, b], existe um nimero k; € [0, 1] tal que
f(t) = A+ k{V,sendo V= B — A # 0. Defina ¢ : [a,b] — [0, 1] dada por
®(t) = k¢. Temos 8- AV)

t i
Ot) = :
Assim, como f é C', temos ¢ C' também. Ponha h : [0,1] — R™ dada por
h(t) = A+ tV. Temos f = h o ¢. Sendo ¢ C', resta ver que ¢’(t) > O para
todo t € [a,b], p(a) =0e $(b) = 1 para mostrar que f é uma reparametrizagao
do caminho retilineo [A, B] (veja a defini¢do de reparametriza¢do de um caminho
no livro).

Note que f(a) = A = A+ ¢(a)V, ou seja, ¢p(a) = 0. Além disso f(b) =
B=A+¢(b)V. AssimB = ¢(b)B+ A — p(b)A e, logo,0 = —B + (b)B +
A—d(b)A = (d(b)—1)(B—A) = (d(b) — 1)V, ou seja, ¢(b) = 1. Suponha
por absurdo que existe t; € [a, b] tal que ¢'(t;) < 0. Assim, pela continuidade
de ¢’, existe & > O tal que ¢’ é toda negativa em | = (t; — d,t; +8) N [a, bl.
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Isso implica ¢ ser estritamente decrescente em |, o que implica em ser impossivel
ty = aouty = b (pois p(a) = 0e p(b) = 1 e aimagem de ¢ € subconjunto
de [0, T]). Existem entdo 11,7, € Jcom 11 < 13 ¢ $p(r7) > d(r2). Ponhary = a
e r3 = b. Ponha também R; = f(r;) = A + &(r;)V, parai € {1, 2}. Considere a
particio Q = {ry, 11,12, 73}. Temos |B — A| < 1(f, Q) < 1(f) = |B — A, s6 que
temos L(f, @) = |A — Ry| 4+ |R; — R3] + |[R; — B|. Fazendo esta conta, temos:

A—Ri[=A=A—=¢(r)VI= o)V

Ri =R = [A+ $(r1)V—A = P(r2) V]
= [p(r1) — (r2)lIV]
= ($p(r1) — d(m2))V

B—Raf=[B—A—(r2)VI
=A+V—-A—¢(r)V|
= [p(b)V — d(r2)V]
= ($(b) — d(m2)) V]

L(f, Q) = ¢(r)[VI+ (b(r1) = d(r2))V + ($(b) — d(r2))IV]

=2¢(r1)IVI = 2¢(r2)IVI + ¢(b)|V]
= 2(d(r1) — ¢(r2))IVI+ V]
> V| =|B—Al

Sendo que a dltima desigualdade vem de ¢ (1) > ¢ (r3).

Assim, é um absurdo haver t; € [a,b] tal que ¢'(t;) < 0. Segue-se que
¢’(t) > O paratodo t € [a, b]. Isso resolve a questdo.

O caso B = A € um caso degenerado e trivial ja que f(t) € [A, B] para todo
t € [a,b]. No caso B = A, f é a fungdo constante f(t) = A, que é uma pa-
rametrizagdo do segmento [A, B], e 6bvio, também é uma reparametrizacido do
segmento [A, B] onde ¢ : [a,b] — {0} pode ser tomado como uma fun¢@o cons-
tante. ¢(t) = 0. Dai f = ho ¢ sendo h: {0} — [A, B] dada por h(t) = A +tV,

comV =B —A =0. Nocasoemque b > a, temos ¢ C' de derivada niio nega-
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tiva. No caso em que a = b, ndo faz sentido em falar de f ser reparametrizacao
de alguma coisa de acordo com a defini¢do do Elon dada no capitulo (isso pois
a funcdo ¢ de reparametrizacdo estaria definida num intervalo degenerado de um

unico ponto, e logo, ndo faria sentido falar de ¢ ser C .

18 Elao - C10E13

Q. Mostre que ndo existe uma sequéncia de fungdes continuas f,, : [0,1] — R

convergindo simplesmente para a funcdo f : [0, 1] — R dada por f(x) = Xr\@(X).

18.1 Resolucao

Observacao 18.1.1. Baseado naresolugdo oferecida aqui: https://mathoverflow.net/
questions/325352/ can-the-characteristic-function-of-a- borel-set-be-approached-

by-a-sequence-of-co/325355

Dado n € N, defina C,, = {x € [0,1]:Vm > n,[f,(x) — fm(x)| < I}. A
continuidade das f,, para todo n € N da que C,, é fechado para todo n € N.
Suponha que haja n € N tal que intC,, # (. Existem entdo a,b € (0,1) com
a < b tais que (a,b) C C,. Seja q € QN C,. Temos duas possibilidades. Se

Ifn(q)| > %, entdo para todo m > n, temos

|fm(q)’ - ’ _fn(q) - fm(q) + fn(q”
= [(—fn(q)) — (fm(q) — fn(q))l

1

Z H:n(q)‘ - g

Isso contradiz lim f,(q) = 0. Se [f,(q)| < %,existey € (a,b) com|[f,(y)| < %
m—oo
e y irracional pela continuidade de f,, e pela densidade dos irracionais em R.

Assim, para todo m > n, temos

47


https://mathoverflow.net/questions/325352/can-the-characteristic-function-of-a-borel-set-be-approached-by-a-sequence-of-co/325355#325355
https://mathoverflow.net/questions/325352/can-the-characteristic-function-of-a-borel-set-be-approached-by-a-sequence-of-co/325355#325355
https://mathoverflow.net/questions/325352/can-the-characteristic-function-of-a-borel-set-be-approached-by-a-sequence-of-co/325355#325355

Sendoy € (a,b) C C,, temos [f,(y) — fu(y)] < % Dai |fi,(y) < %4— % Isso

contradiz hIE Ifm(y)| = 1. Assim, ndo podemos ter intC,, # ().
m—-+0o0o

Finalmente, [0,1] = (J C,. De fato, dado x € [0, 1], {f(x)}3>; é uma
n=1
sequéncia de Cauchy.
Isso tudo contradiz o Teorema de Baire, que diz que € o conjunto vazio o

interior de uma unido enumeravel de conjuntos fechados de interior vazio.

19 Elao - C10E24

Q. Sejam X C Re f: X — R dados. Seja {f,}$2;, f, : X — R, uma sequéncia

dada de fungdes reais continuas satisfazendo lirrR1I fo(xn) = f(a) para toda sequén-
ne

cia {x, 2, de nimeros em X que converge para um nimero a € X. Mostre que

se K C X é um compacto, entdo f, — f uniformemente em K.

19.1 Resolucao

Observe que € claro que f, — f simplesmente em X pois para cada x € X,
podemos tomar a sequéncia de entradas todas iguais a «.

Primeiramente, vamos mostrar que f é continua. Seja a € X. Suponha que
f ndo seja continua em a. Existe entdo {x,}5°; uma sequéncia de nimeros em X
com limx,, = ae ¢ > 0tal que paratodon € N, tem-se ¢ < |f(x,) — f(a)|. Para

neN
todo p,n, k € N, temos o seguinte (pela desigualdade triangular).

[f(xn) = fla)l < If(xn) = ficlxn)| + fic(xn) = Ficlxp) [ 4 [Fic(%p) — fr(xp) 1+
|fn(xp) - fn(xn” + |fn(xn) - f(a”
Faga 0 seguinte agora.

1. Tome ny € N tal que [f(a) — fn, (xn, )| < 5 e tal que [fr(a) — fn(a)l < 55
para todo m,n € N com m,n > n, (note que (f;(a))icy é uma sequéncia

que converge para f(a) e, logo, é de Cauchy).
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2. Tome ko € N com ko > ny tal que [f(xn,) — fi, (xn,)| < 15. Existe tal ko

pois a sequéncia (fi(xn,))ien € convergente e converge para f (Xng)-

3. Tanto fy, quanto f,, sdo continuas em x,,. Tome entdo d > O tal que

para todo y € XN (Xny, — 8yXp, + 8), tem-se [fi, (xn,) — i, (Y)| < 5 €

|f710(X'TL0) ( )| p— ]0
4. Temos lirglfko(xp) — oo (Xp)| = i (@) — fny(a)] < 55 (ver (1)). Tome
pe

1
entdo po € N tal que po > Mo, [Xpy, — Xnol < 8 € [fiy (Xpy) — o (Xpo )| < 5.

Com isso, podemos concluir o seguinte.

o [f(xng) — Ticy (Xno )| < 5 por (2).

0 fiy (Xne) — fis (X )| < 75 por (4) € por (3).

o [fiy (Xpy) — Ty (Xpo )| < 75 por (4).

0 [fng (Xpo) = g (Xn )| < 75 por (4) e (3).

0 [fng (xny) — fla)l < 5 por (1).

Logo & < [fixn,) — f(a)| < 5, uma contradi¢io. Logo f s6 pode ser continua em
a. Sendo a € X arbitrario, temos f continua em X.

Seja agora K C X compacto. Suponha que f,, — f uniformemente nao seja
verdade. Existe entdo ¢ > 0 e uma sequéncia (n;)icy crescente de indices e
nimeros x; € K tais que [y, (xi) — f(x{)] > €. Sendo K compacto, podemos
extrair uma subsequéncia (x;; )jen de (xi)ien tal que x;; — a € K. Logo, temos:

< Ifnij (xi,) — f(xi;)| para todo j € N. Defina y,, = x;, para todo n;, , <
m < mny paraj > 1eyn = X paratodo 1 < m < ny,. E claro que y,, —
a (para m — +00) pois x;; — a (para j — +00). Assim fi,(ym) — f(a)
(para m — +o00). Isso implica em fni]- (ynij) — f(a) (paraj — 400), s6 que
fnij (Umj) = fnij (xi;) para todo j € N. Assim fnij (xi,) — f(a) (paraj — +o0).
Sendo f continua, temos f(x;;) — f(a) (paraj — +o0). Isso tudo implica em
!fnij (xi;) — f(xi;)| — O (paraj — +00), 0 que contradiz ¢ < !fn.lj (xi;) — fxq;)]

paratodo j € N. Logo f,, — f uniformemente em K.
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Observacao 19.1.1. Deve ter um jeito melhor de fazer isso.

20 Elao - C10E42

Q. Suponha que a,, > O paratodon € Ny. Sejar > 0. Suponha que para todo x €
(—1,7), >y anX™ convirja. Seja f : (—r,1) — R dada por f(x) = > >, anx™
Suponha que exista L € R tal que lim f(x) = L. Mostre que ) -, a,t™ = L.

X—T

20.1 Resolucao

E uma consequéncia da discussdo em volta do Teorema de Abel (neste mesmo
capitulo) que basta mostrar que ) - a,1" converge. Isso é devido ao fato de que,
caso y -, anT™ convirja, entdo o Teorema da Abel dé que a série de poténcias
> ayx" converge uniformemente em [0, 1], 0 que nos permite trocar a ordem do
limite e concluir que ) >, a,m™ = L.

Note que a ndo negatividade dos a,, nos d4 que f € mondtona ndo decrescente
em [0, 1). Dai

L = lim f(x) = sup f(x) = sup sup Z a,x".

—T
X x€(0,r) x€(0,r) KENp —
Este fato (i.e. a cadeia de igualdades acima) ndo € usado diretamente na prova,
mas veio dele a ideia para a resolucao que segue.

Suponha entdo que ZE:O a,r" diverge. A ndo-negatividade dos termos dessa

série implica na sequéncia (Zizo anr“) ser ilimitada. Existe entdo ko € N
keNp
tal que ZEO:O a,™ > L+1. Como lim ZE"ZO ax" = Tkl"zo a, ™, hixy € (0,1)
X—r

tal que ZE‘LO anxg > L+ 15 Logo para todo k > ko, temos ZLO anxgy >
L+ % e, assim, f(x) > f(xo) > L+ % para todo x € (xg,1). Estamos usando
a monotonicidade de f para dizer que f(x) > f(xo) e a arbitrariedade de k > kg

para dizer que f(xo) > L + % Isso contradiz lim f(x) = L.
X—T

50



21 Elao - C10E45

Q. Um conjunto de polindmios de grau < k (k € N), uniformemente limitado
num conjunto compacto infinito ou finito com mais do que k + 1 elementos, ¢é

equicontinuo nesse conjunto.

22 Resolucao

Esta resolucao usa certos fatos de dlgebra linear que nao serdo provados aqui.

Seja X C R o conjunto compacto em questdo. Seja M € (0, c0) que unifor-
memente limita o conjunto de polindmios em questdo. Sejam Xg, X1, ..., Xx K + 1
elementos dois-a-dois distintos de X. Seja p(x) = Z]::o a;x' uma funcdo poli-
nomial arbitraria de grau < k com a; € R para todo i € {0,1,2,...,k} e com
Ip(x)| < M para todo x € X.

Seja Xi = (1,x4,%%,...,x¥). E um fato conhecido da dlgebra linear que,
por Xg, X1, X2, ..., Xx serem dois-a-dois distintos, os vetores X;, X, ..., Xi formam

um uma base para o R*¥"'. Assim, para cada i € {1,2,...,k+1}. Existem

. . . k . .
bg, by, .., by € Rtal que e; = 3 b;X;. Ponha B = 2 kﬂﬁ-’é{m - |bj].
Dado entdo i € {1,2,...,k+ 1}, temos |a;i 1| = [{(ao, ary...,ax),e)| =

Z;;] b}p (x;)| < BM. Perceba que esta limitacdo serve para qualquer coeficiente
de qualquer fung¢do polinomial de grau < k limitada por M em {Xg, X1y +..y X }.
A conclusdo do problema agora vem do seguinte fato. Dados x,y € Xe

qualquer fung¢do polinomial p limitada por M em X, temos
k
[p(x) —p(y)| <BM Y ¥ —yll.
j=0

Fixado entdoy € Xedado ¢ > 0, escolha 6 > 0 de modo que BM Z;‘ZO XN—y| <
¢ para todo x € (y— 98,y +5), que existe pois x € R — BM Z;(:o x) —yJ| é uma

fung@o continua que mapeia y em 0.
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23 Elao - C10E48

Q. Uma sequéncia simplesmente limitada de fun¢des monétonas {f,,}° ; com do-
minio e contra-dominio R possui necessariamente uma subsequéncia que con-

verge fracamente para uma fung¢do mondtona.

24 Resolucao

Aplique o Teorema de Cantor-Tychonov para {f,}3°; e Q. Obtenha N C N infi-
nito tal que (f,)nen converge. Denote por ¢ : Q — R a fungéo limite de (f,)nen.
Note que para n € N, f, é mondtona ndo decrescente ou entdo f,, € mondtona
ndo crescente. Existem infinitos indices em N tal que f é de um mesmo tipo de
monotonicidade. Sem perda de generalidade, entdo, assuma que paratodomn € N,
f, € mondtona ndo decrescente. Isso nos d4 trivialmente que ¢ € mondtona ndo
decrescente também. Defina f(x) = yzigfeQ ®(y). Por ¢ ser mondtona ndo de-
crecente, temos f também monotona nao decrescente. f, em QQ, coincide com ¢
e, assim, (f,)nen converge para f em Q. Pelo problema 46, temos que (f,,)nen
convergindo fracamente para f.

Seja agora D C R o conjunto de todos os pontos x € R tais que f ndo é
continua pela direita em x. Defina g : R — R do seguinte modo. g(x) = f(x)
parax € R\ D e g(x) = inf f(y) parax € D. Note que D é enumeravel (por f ser
monotona) e, assim, R \sté denso em R. Queremos ver agora que g € continua
pela direita, mondtona nao decrescente e também que g € descontinua em todo
ponto de R que f € decontinua. Isso terminard a resolucao.

Primeiro, dados x,y € R com x < y. Se x,y € D¢, entdo g(x) = f(x) <
fly) = g(y). Sex € Dey ¢ D, entao g(x) = inf f(b) < fy) = g(y). Se
x ¢ Dey € D, entdo g(x) = f(x) < f(b) para todo b > y pela monotonicidade

< inf f(b) = g(y) pela defini¢ao de infimo. No

b>y
caso de x,y € D, tome d € (x,y) com d ¢ D (D¢ é denso em R). Temos

de f e pory > x. Assim f(x)

g(x) < g(d) < g(y). Isso mostra que g € monétona.

Segundo, seja d € D. f ndo é continua pela direita em d. A monotonicidade
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de f implica em f(d) < g(d). Como D¢ € denso, para todo 6 > 0, ha x € D¢
tal que x € (d — d,d), o que implica em g(x) = f(x) < f(d) < g(d). Isso
impossibilita g de ser continua em d. Sendo d € D qualquer, g é descontinua
em todos os pontos de D. Seja agora d € R tal que f ndo € continua em d pela
esquerda. Se d € D, temos g descontinua em d. Assuma entdo d ¢ D. Assim,
f é continua em d pela direita e g(d) = f(d). Sendo f descontinua em d pela
esquerda, existe p € R tal que para todo x < d, vale que f(y) < p < f(d) =
g(d). Isso impossibilita g de ser continua em d pois dado & > 0 arbitrario, existe
y € D°N(d—95,d) e, assim, g(y) = f(y) < p < g(d). Isso termina a prova
de que g € descontinua em todos os pontos em que f é descontinua. Assim, pela
contra-positiva, temos que se g € continua em um certo ponto x € R, entdo deve
ser verdade que f também € continua em x. Logo (f,,),en converge fracamente
para g.

Para finalizar, vamos ver que g € continua pela direita. Sejam ¢ > 0 e x € R.
Se x € D, existe yo > x tal que g(x) < f(yo) < g(x) + ¢ (definicéo de infimo).
Existe y; € DN (x,yo) pela densidade de D¢ em R. Logo g(x) < g(y;) =
fly1) < f(yo) < g(x) + €. A monotonicidade de g, agora, da que para todo
y € (x,y1), temos |g(x) — g(y)| < €. Se x ¢ D, temos f continua pela direita
em x. Existe 6 > O tal que para todoy € (x,x + 9), vale [f(x) — f(y)| < e.
Seja yo € DN (x,x + ). Dado agoray € (x,yo), temos |g(x) — g(y)| =
gly) —g(x) = gly) — f(x) < glyo) — f(x) = f(yo) — f(x) < €. De todo modo,

g é continua pela direita em x.

25 Elao - C10E50

Q. Dé exemplo de uma sequéncia equicontinua de fungdes f, : (0,1) — (0,1)

que ndo possua subsequeéncia uniformemente convergente em (0, 1).
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25.1 Resolucao

Considere f, : (0,1) — (0,1), para cadan € N, dada por f,,(x) = x™(1 — x").

Sendo 1 1
(1)L (7).
n—+oo n+1 e e

e sendo f,, — O simplesmente em (0, 1), temos que nenhuma subsequéncia de

{fn)eo, converge uniformemente em (0, 1).

Seja xp € (0,1). Temos:

[ (x) — fu(xo)| = X" (1T =x") — x5 (1 — xg)
< XM= xg] A = g
< XM —xgl 4+ X" —xglIx™ + xg
< 3™ —xg|
=3lx — xollX™ T F XX 2 4+ ...+ x8’1
= 3x — X0l (X" T+ xoX" 2 + ... + x{)‘_])

<3x —xol (X T x4+ 1)
1

< 3% — ol .
1T—x

Sejaa,b € (0,1)com0 < a<xy<b<T1. Sejam,M € (0,00) tais que m <
11Tx < M para todo x € [a,b] (estamos usando aqui o Teorema de Weierstrass
para funcdes continuas definidas num conjunto compacto). Seja & > 0 tal que
(xo—0,%0+0) C (a,b) etal que 30M < ¢. Assim, paratodox € (xo—0,Xo+0),
temos |f(x) — fn(xo)| < 3x — xolﬁ < 30M < g, ndo importando n € N
escolhido. Isso da que {f,,}>°, é equicontinua em (0, 1) pois xo € (0, 1) tomado

inicialmente € arbitrario.

26 Elao - C10ES1

51.Q. Dada uma sequéncia de fungdes duas vezes derivaveis f,, : I — R, suponha

que f, — f simplesmente em I, que (f/ (a))nen € limitada para algum a € I e
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que (f/)nen € uniformemente limitada em 1. Prove que f é C'.

Observacao 26.0.1. Assumimos/Interpretamos aqui que [ é um intervalo nao tri-

vial.

26.1 Resolucao

Seja M > 0 tal que para todon € N e para todo x € [, tem-se M > [f/(x)|. Seja
também A > 0 tal que para todo n € N, tem-se [f] (a)| < A.

Assuma primeiro que I € um intervalo compacto. Dados t,u € Jen € N,
temos [f] (t) — f/ (u)] < |t — u/M pelo Teorema do Valor Médio. Além disso
IIIM > |f/(t) — f, (a)] > If/(t)] — A. Sendo n € N qualquer, concluimos
que (] )nen € equicontinua e equilimitada em I. Seja entdo N C N infinito tal
que (f/)nen converge uniformemente para uma certa fungdo g : I — R. Apli-
cando o teorema da convergéncia uniforme para sequéncia de derivadas, temos
que (f,,)nen converge uniformemente em I, e o faz para f (ja sabemos que (f,,)nen
converge para f simplesmsnete em todo I), e também que a derivada deste limite
uniforme € g. Assim, f € derivavel em I e f’ = g. Como f}, é derivavel para todo
n € N, entdo é também continua, o que d4 g continua (sendo limite uniforme de
fungdes continuas). Isso implica em f ser C' ¢ 1.

No caso geral de I ndo ser compacto, considere uma exaustdao de I por in-
tervalos compactos J,,, n € N, crescentes todos contendo a (i.e. considere uma
sequeéncia de conjuntos J,, n € N, com J, C J,+1 para todo n € N, sendo cada
J» um intervalo compacto subconjunto de I com a € J,,). Conclua que o flj, é C!

para todo n. Isso implica em f ser C' em I.

27 Elao - C10ES2

Q. Dada uma sequéncia de fungdes k + 1 vezes derivaveis f,, : I — R, suponha

que existam @y, ..., € e c > O tais que |f (a;)] < c para todo n €

N, para todo j € {0,1,2,...,k}. Suponha também que a sequéncia (F ) en

seja uniformemente limitada em I. Prove que existe uma subsequéncia de {f,}2
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que converge, juntamente das duas k primeiras derivadas uniformemente em cada

parte compacta de I.

28 Resolucao

Nao faremos a solucdo em detalhe aqui, mas a ideia € a que segue. Primeiro
suponha I compacto. Faca uma prova por indu¢do em k. Para o caso k = 1, es-
sencialmente repita a resolug@o do problema 51 acima. O passo indutivo também
segue a mesma linha de pensamento.

Para o caso geral em que [ nd3o necessariamente ¢ compacto, use um argu-
mento de diagonal parecido com o que foi feito na demonstracdo do Corolario do
Teorema 22 do capitulo 10. Aqui, serd necessario tomar compactos Ji, J2, ... sub-
conjuntos de I com J,, C J,41 paratodon € N possuindo a seguinte propriedade:
se K C I é compacto, entdo hd ny € N tal que K C J,,. No caso I aberto, a
demonstracdo do Corolério do Teorema 22 do capitulo 10 te d4 como que se faz
isso. No caso de I ndo aberto e ndo compacto, entdo [ possui um dos seguintes
formatos: [a,b), [a, o), (a,b] ou entdo (—oo, b]. Mostre como se pode conse-
guir uma tal colecao {J,,}%° ; como desejada em cada um desses casos. Apés obter
{Jn)22; como acima, aplique o argumento da diagonal, de novo na demonstra¢ao

do Corolério do Teorema 22 do capitulo 10.

29 Elao - C10ES3

Q. Demonstre o Corolario do Teorema 22 para intervalos arbitrarios (abertos ou

nao) I C R.

29.1 Resolucao

Considere a ideia de resolu¢@o do problema C10E52 dada acima.
Alternativamente, perceba que no caso I ndo aberto e I ndo compacto, entdo

[ sempre pode ser posto como a unido de dois intervalos com um deles aberto e
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o outro compacto (por exemplo, [0,1) = [0,1/2] U (1/10,1)). Veja a lista dos 4
tipos de intervalos ndo abertos e ndo compactos acima (na resolu¢do do problema
52) para ver como que isso pode ser feito em cada um dos casos. Aplique entdo o
Coroldrio tradicional para o intervalo que é aberto. Use entdo Arzela-Ascoli agora
sobre a subsequéncia encontrada e o compacto. Obtenha outra subsequéncia (que

agora vale para qualquer parte compacta da unido destes dois intervalos).
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